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Vorwort

Mit diesem Skriptums sollen die Studierenden mit einer Grundausbildung in Mathematik und
Theoretischer Physik die Grundlagen der Theorie elastischer Wellen vermittelt werden, die fiir das
Studium der Spezialliteratur in Monographien und Zeitschriften notwendig sind. Dem einfithrenden
Charakter entspricht es, dass versucht wurde, Theorie und Methoden an moglichst einfachen Mod-
ellen zu erldutern, um den rechentechnischen Aufwand und die Kompliziertheit von Formeln auf
ein Minimum zu beschrinken. So werden héufig fliissige Medien anstelle von festen betrachtet,
oder bei der Untersuchung von Scherwellen in geschichteten festen Medien werden nur horizontal
polarisierte Wellen (SH-Wellen) diskutiert. Die Normalmodentheorie fiir Punktquellen wird, um
ein drittes Beispiel zu nennen, fiir einen idealen Wellenleiter mit freien oder starren Begrenzungen
dargestellt. Diese aus didaktischen Griinden notwendigen Vereinfachung lassen den Bezug zur Seis-
mologie itber manche Strecken hinweg in den Hintergrund treten. Meines Erachtens gibt es keine
andere Wahl, will man Theorien und Methoden im Detail darstellen und doch wenigstens einigen
Stoff aus dem bereits recht breiten Gesamtgebiet bringen. Nach der Erarbeitung dieses Skrip-
tums sollen Studenten, so hoffe ich, besser als vorher in der Lage sein, z.B. die anspruchsvolleren
Monographien von Pilant (1979), Aki und Richards (1980), Ben-Menahem und Singh (1981) und
Kennett (1983) zu lesen, deren Schwerpunkt bei der Behandlung mdoglichst realistischer Modelle
der Wellenausbreitung liegt.

Die Darstellung hat ihren Schwerpunkt bei der wellenseismischen Behandlung elastischer Raum-
und Oberflichenwellen in geschichteten Medien. Das Verstandnis der dynamischen Eigenschaften
dieser beiden Wellentyp, also ihrer Amplituden, Frequenzen und Impulsformen, ist eine wesentliche
Voraussetzung fiir das Studium der Struktur der Erde, sei es in der Kruste, im Mantel oder im
Kern, und fiir das Studium der Vorgéinge in Erdbebenherden. Die Strahlenseismik inhomogener
Medien und ihr Zusammenhang mit der Wellenseismik werden ausfiihrlicher als in fritheren Versio-
nen des Skriptums besprochen, aber seismologisch so interessante Themen wie Eigenschwingungen
der Erde und ausgedehnte Quellen elastischer Wellen bleiben weiterhin ausgespart, da sie den Rah-
men einer Grundlagen-Vorlesung sprengen wiirden.

An verschiedenen Stellen im Skriptum sind Ubungsaufgaben eingefiigt; die Beschiiftigung mit
ihnen sollte einen wichtigen Teil der Erarbeitung des Stoffs darstellen. Einer der Anhénge ver-
sucht, in kompakter Form das Wichtigste iiber Laplace- und Fourier-Transformation und {iber die
Deltafunktion zu bringen, damit im Hauptteil auf diese Hilfsmittel zuriickgegriffen werden kann.

Gerhard Miiller

Fiir das setzen dieses Skriptes im TEX Satzsystem sowie fiir das Erstellen der Abbildungen mit
XFIG bedanke ich mich bei Iulia Coman.

Dirk Gajewski
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Kapitel 2
Grundlagen der Elastizititstheorie

Vorbemerkung:

In diesem Grundlagenkapitel wird neben der symbolischen Schreibweise auch die Indexschreibweise
verwandt, d.h. ein Vektor (symbolische Schreibweise 7) wird auch bezeichnet mit f; (Kompo-
nenten f1, fo, ..., fn), der Ortsvektor (symbolisch @) mit z; (Komponenten z1, x2, x3 ) und eine
Matrix (symbolisch @) mit a;; (¢ =Zeilenindex = 1,2,...,m, j =Spaltenindex= 1,2,...,n). Das
Produkt der Matrix a;; und des Vektors f; ist der Vektor

j=1
Eine abgekiirzte Schreibweise hierfiir ist (Summationskonvention SK):

gi = Qij f;

Wenn im folgenden also ein Produkt wie rechts auftritt, in dem derselbe Index zweimal vorkommt,
so bedeutet dies, dass dieser Index nacheinander die Werte 1,2,...,n (normalerweise n = 3)
annimmt und alle Produkte zu addieren sind.

Wo die symbolische Schreibweise iibersichtlicher ist, z.B. beim Kreuzprodukt zweier Vektoren oder
bei Divergenz und Rotation, wird sie verwandt.

2.1 Analyse des Deformationszustandes

Englisch: Analysis of strain
Zerlegung des Verschiebungsvektors

Wir betrachten einen Korper, der unter dem Einfluss duflerer Kréfte deformiert ist. Im unde-
formierten Zustand habe der Punkt P den Ortsvektor z;, der infinitesimal benachbarte Punkt
@ den Ortsvektor z; + y;. Die Komponenten von y; sollen unabhéngige Variable sein, daher
wurde nicht dx; geschrieben. Nach der Verformung ist P um den Verschiebungsvektor u; nach P’
verschoben, und @ nach @’ um den Vektor (Reihenentwicklung bis zu den linearen Gliedern)

du;
i = u; + du; = u; —y; SK!).
zi=u; +du; =u —1—8%_yJ (SK!)
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Q

Der Vektor z; beschreibt (fiir wanderndes @ in der Nachbarschaft von P) die Verdnderungen,
die die Umgebung von P durch die Deformation erfihrt. Diese Verdnderungen setzt sich im
allgemeinen zusammen aus einer Translation, einer Rotation der Umgebung als Ganzes um eine
Achse durch P und aus der eigentlichen Deformation, bei der Strecken ihre Linge dndern (Rotation
und Deformation werden in folgenden noch néher diskutiert):

zi = ui +du; = u; + €ijY; + &y
Translation Deformation Rotation
1 aul 6’u]‘ 1 6’&1' auj
R L G=- - 2.1
eij = Gji (2'2)
Eij = —&ij (= &1 =8&2=E&3=0)

Die Matrizen €;; und &;; sind Tensoren 2. Stufe. €;; ist wegen 2.2 symmetrisch, &;; wegen 2.3
antisymmetrisch. €;; heifit Deformationstensor, &;; Rotationstensor.

Einschub iiber Tensoren 2. Stufe

Ein Tensor 2. Stufe, ¢;;, transformiert einen Vektor in einen anderen (¢;; transformiert z.B. den
Vektor y; in den Deformationsanteil von du;; anderes Beispiel: der Trigheitstensor transformiert
den Vektor der Winkelgeschwindigkeit in den Drehimpulsvektor (Rotation eines starren Korpers)).
Dreht man das Koordinatensystem, so miissen, damit sich wieder derselbe Vektor ergibt, die
Tensorkomponenten wie folgt transformiert werden:

L, = Gixajt; (SK zweimal!) (2.4)

Amn = COSYmn (siehe Skizze)

t;; = Tensorkomponente im gedrehten Koordinatensystem (in der Skizze gestrichelt)
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Bei einer bestimmten Orientierung des gedrehten Systems (Hauptachsensystem) verschwinden die
Nicht-Diagonalkomponenten t'_, ¢t/

127 7137 "21,... °
Die Koordinatenachsen heiflen dann Hauptachsen des Tensors, und der Tensor hat Hauptachsen-
form. Im Hauptachsensystem eines Tensors lassen sich viele physikalische Beziehungen einfacher
angeben. Gewisse Kombinationen von Tensorkomponenten sind ganz unabhéngig vom Koordi-
natensystem, auf das der Tensor bezogen wird. Dies sind die 3 Invarianten (Ty,Ts,T5 sind die
Diagonalkomponenten des Tensors in Hauptachsenform):

t11 ti2 13

I = to1 tog  tog =T15135 (Determinante)
t31 l32 133
Io = t11 +t2g + 133 =T +Ty+ T3 (Spur)
I3 = i1t + tootss + t3zti1—
tiata1 — tastza —t31t13 = T1To + 1215 + 15T

Néheres iiber Tensoren findet man z.B. bei Sommerfeld oder Joos.
Rotationsanteil der Verschiebung

Seine Komponenten folgen aus:

0 ISCERRSE Y1 E12y2 + E13Y3 .
&2 0 o3 yo | = —&ioy1+&sys | =& XY
—&13 —&3 0 Y3 —&13y1 — &2312

. 1
mit € = (—&23,&13, —&12) = §rotﬂ’

Der Vektor ? x ¥ beschreibt eine infinitesimale Rotation der Umgebung von P um eine Achse

durch P mit der Richtung von ? Der Drehwinkel hat den Betrag ‘?’ und ist unabhéngig von

7 (man beweise das im einzelnen.) Voraussetzung ist, dass ?Wirklich infinitesimal ist.

Ou;
‘ Yil«1 fiir alle i und ;. (2.5)

al'j

Deformationsanteil der Verschiebung
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Nach Abspaltung des Rotationsterms interessiert nur noch der Deformationsanteil, denn nur er
sagt etwas aus iiber die Krifte, die in dem Korper wirken. Die Deformation ist durch die 6 im allge-
meinen voneinander verschiedenen Komponenten ¢;; vollstdndig beschrieben. Diese Komponente
sollen jetzt physikalisch interpretiert werden.

Der Ausgangspunkt ist
du; = €;;Y;,
d.h., wir nehmen an, dass keine Rotation auftritt.

a) Bei dieser Deformation bleibt eine Gerade eine Gerade und eine Ebene eine Ebene. Aus einer
Kugel wird ein Ellipsoid. Parallelitéit bleibt erhalten.

b) Dehnungskomponenten €11, €22, €33

Koordinatenursprung in P

Spezielle Wahl von Q : y1 # 0, yo =y3 =0

2
Q
du,
P yl Q dul 1
du; = €y
dus = €191
dus = esy; =0 (Annahme : € 33 =0)

€11 = 4 st die relative Lingenénderung in 1-Richtung (nicht die relative Lingenénderung von
Y1

PQ, siehe d)).
Dehnung tritt ein, wenn €17 > 0, und Stauchung, wenn €17 < 0 ist. Analog sind €25 und e33 die
relativen Langendnderung in 2- bzw. 3-Richtung.

¢) Scherkomponenten €12, €13, €23

VO .
nac} der Deformation
dy /
QL S S,

Y




2.1. ANALYSE DES DEFORMATIONSZUSTANDES 11

Q1 — Q) : duzs = e€2y1 = €121
Q2 — QY = dur = €12Y0
du
tana:a:—Q = €12
Y1
du
tanﬁ:ﬁ:—l = €12
Y2

Das heifit: €12 ist der Winkel, um den die 1- bzw. die 2-Achse gedreht wird. Der urspriinglich
rechte Winkel bei P verringert sich um 2e¢;2. Wenn das Parallelogramm nach der Deformation
nicht mehr in der 1-2-Ebene liegen sollte (weil €13, €23 oder €33 nicht verschwinden), gelten alle
Aussagen fiir seine vertikale Projektion in diese Ebene.

Analoge Resultate gelten fiir €13 und ea3.

d) Lingendinderung der Strecke PQ

3 1/2
PQ = i= {Z(yi +eijyj>2} =
3 3 1/2
= {ny + 261y + (Gijyj)2}
i=1 i=1

Der 3. Term enthdlt nur Quadrate der ¢; und ist im Rahmen einer Theorie infinitesimaler
Deformationen (englisch: infinitesimal strain theory), um die es hier geht, gegeniiber dem 2.
Term zu vernachlissigen (die Voraussetzung hierfiir ist (2.5)):

2 : 1
b=lo {1+ megyiys ) ~lo+ €iyiy;
0 0
wobei wir hier die Wurzel entwickelt und nach dem ersten Glied abgebrochen haben. Relative

Léngenénderung;:
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=1 Y
I 0 _ eij% = €;;n;n; (quadratische Form in den ng)
n; = ly—z = Einheitsvektor in Richtung von y;
0

Es gibt auch Ansétze zu einer Theorie endlicher Deformationen (englisch: finite strain theory,
vgl. das Buch von Bullet und Bold). Eine solche Theorie muss aber ganz von vorn entwickelt
werden. Zum Beispiel gilt dann nicht mehr die einfache Abspaltung eines Rotationsterms im Ver-
schiebungsvektor, die bei infinitesimalen Deformationen moglich ist. Auch der Deformationstensor
€;; wird komplizierter.

e) Volumendnderung (kubische Dilatation)

Wir betrachten ein endliches (nicht infinitesimales) Volumen V, das den Punkt P enthilt. Seine
Oberflache sei S. Nach der Deformation, bei der wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, dass P seine Lage beibehélt, ist das Volumen um AV verdndert:

vor der Deformation
(Volumen V, Oberflache S)

AV:/undf
S

Umwandlung dieses Flidchenintegrals mit Hilfe des Gauflschen Satzes:

AV = / diva dv
1%
Relative Volumenénderung:

ATV = %/Vdivﬂ’dv (2.6)

Nun Grenziibergang V' — 0 (Zusammenziehung auf den Punkt P):

AV
lim — =0
Dieser Grenzwert heif3t kubische Dilatation.

Aus 2.6 folgt zusammen mit 2.1:

0 0 0
O =divu = a—gl + 8—52 + a—zg = €11 + €20 + €33 (Spur des Deformationstensors)
1 2 3
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© > 0 bedeutet Volumenvergroferung, © < 0 Kompression.

Komponenten des Deformationstensors in Zylinder- und Kugelkoordinaten (vgl. Ubung
2.3)

Zylinderkoordinaten r, ¢, 2 :

P
Z
¢ r
T = (U, up,uz)
ou,
Err =
or
10u, — uy
€ = ——= 4+ —
e r Op r
Oou,
€zz =
0z
10u ou U
%, — -2 Gl Uy
cre r Oy + or r
5 ou, n Oou,
€rz =
0z or
ou 10u
2,, = —L4-—Z
“e 0z + r Op

Kugelkoordinaten 7,9, \ :
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o= (U, up, uy)
ou,
Erp = or
10uy u,
oo = r O + r
1 Ouy n Uy n cot v
€ = ———= 4 — U
A rsind O\ r v
10u, O
29 = U + Gyt

r OU or r
B 1 Ou, Oun uy
2 = Gmoox T or v

L Ouy  1dun coty
rsind O\ r 00

2€9N = U

Ubung 2.1:

Wie verformt sich ein Quader, dessen Kanten parallel zu den Achsen des Hauptachsensystems des
Deformationstensors sind (Kantenlingen a, b, ¢)?

Ubung 2.2:

Man zerlege den Deformationstensor in einen Anteil, der eine reine Scherung (ohne Volumenénderung)
darstellt, und in einen Anteil, der eine reine Volumenénderung (ohne Scherung) darstellt.

Ubung 2.3:

Man leite die Komponenten des Deformationstensors in Zylinderkoordinaten ab. Hinweise:

y,‘ =y .l+dU i

|

P(r,¢,2) Q(r+dr, +d¢ ,z+dz)

Bezogen auf das lokale kartesische Koordinatensystem in P ist:

Yy = dr U = U
Y2 rdy Uo Uy
Y3 dz u3 U

Man bestimme zunéchst die Zylinderkoordinaten von P’ und @’ unter der Voraussetzung in-
finitesimaler Verschiebung und Deformationen. Dann gebe man die Komponenten des Vektors
Y, = yi + du; im lokalen kartesischen Koordinatensystem von P’ an, in Analogie zur Festlegung
von y; im System von P. Dabei ist zu linearisieren. Hieraus kann man den Vektor du; in der Form

dui = Uijyj
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ableiten und den Tensor v;; bestimmen. Der Deformationstensor ist der symmetrische Anteil von
Vij-

€ij = 5 (vij + vji)

DN | =

2.2 Analyse des Spannungszustandes

Englisch: Analysis of stress
Spannung

Im deformierten Zustand wirken auf ein Volumenelement des Korpers im allgemeinen Volumenkridfte
(proportional zum Volumen; Beispiele: Schwerkraft, Zentrifugalkraft, Tréigheitskraft) und Flichenkrifte,
die von den benachbarten Volumenelementen herriithren (proportional zur Fliche). Um die let-
zteren geht es hier. Wir betrachten in einem deformierten Korper einen Teilkorper K, der von K,
umgeben ist. Wenn man Ky entfernt, so wird K;im allgemeinen eine neue Gleichgewichtskonfigu-
ration annehmen. Daraus ist zu schliefien, dass Ko durch S hindurch Krifte auf K ausgeiibt hat.

Um K; wieder in seine alte Form zu bringen, muss man Ersatzkrifte PA f (A f=Flichenelement)

auf S anbringen.

Dieselben Krifte iibte auch K- aus. P mit der Dimensionen Kraft /Fliche heifit Spannungsvektor
(englisch: traction). Seine Richtung und Grofle hingen ab

1. vom Ort des Fliachenelements Af,

2. von seiner Normalenrichtung 7 (definiert als die aus Ky herauszeigende Richtung).

Komponente von P parallel zu 7': Normalspannung (= Zug- oder Druckspannung)

Komponente von P senkrecht zu 7 Tangentialspannung oder Scherspannung oder Schubspan-
nung

Wenn man P im ganzen Korper und fiir alle Richtungen 7 kennt, kennt man den Spannungszu-
stand des Korpers. Hierzu muss man 6 Funktionen kennen, wie wir sogleich sehen werden.

Spannungstensor p;;

Wir betrachten in dem Koérper einen infinitesimalen Tetraeder ABCD und nehmen an, dass wir
die Spannungsvektoren der 3 Flachen ABD, ABC, und ACB kennen.
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Wir wollen hieraus den Spannungsvektor P von BCD berechnen. Wegen der Kleinheit des
Tetraeders sind alle Spannungsvektoren iiber die zugehorigen Flichen konstant. Normalenrich-
tungen und Flachen:

ABD: negative 2-Richtung, Afs
ABC:": negative 3-Richtung, A fs
ACD: negative 1-Richtung, A fi
BCD: W = (n1,n2,n3), Af

Af; = Afn @7)
Wir nehmen an, dass Kréfte und Spannungsvektoren auf ABD, ABC und ACD fiir die positive
2- bzw. 3- bzw. 1-Richtung bekannt sind:

ABD: ?Q)Afz, FQ) = (p21,p22,P23)

ABC: E)Afs, 173: = (p31, P32, P33)

ACD: ?{Afl, 131) = (p11,P12,P13)

Das heifit, die 9 Funktionen p;; seien bekannt. Die Kréftebilanz am Tetraeder ergibt bei Ver-
nachléssigung der Volumenkrifte (sie gehen mit Verkleinerung des Tetraeders schneller gegen Null
als die Flichenkrifte):

~PjAfj+ PAf=0
Mit 2.7 erhilt man:

P = Pjn, (2.8)

Dieses Ergebnis besagt: Es geniigt, die Spannungsvektoren fiir 3 aufeinander senkrechte Flichenelemente
zu kennen, um fiir ein beliebig orientiertes Flachenelement den Spannungsvektor bestimmen zu
kénnen. In reiner Indexschreibweise lautet 2.8 (Achtung: P; ist eine Komponente von ﬁ, 13; ist

ein Vektor):

Py = p1iny + pains + p3ins
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Allgemein: Pj = p;jn; (SK!)

Die 9 Funktionen p;; bilden den Spannungstensor. Er bezieht sich auf ein bestimmtes rechtwin-
kliges Koordinatensystem. Die Komponenten p;1, pi2, pis ergebeben den Spannungsvektor fiir ein
Fliachenelement, dessen Normale in die Richtung der (positiven) i-Achse zeigt. p;; (d.h. p11, pee, oder ps3)
ist die Normalspannung, die beiden anderen Komponenten sind die Tangentialspannungen. Wie

im néchsten Abschnitt (Ubung 2.6) gezeigt wird, ist der Spannungstensor symmetrisch, d.h.

Pij = Pji.
Damit gilt auch P; = p;;n; oder (iibliche Schreibweise)

P; = pijn;. (2.9)

Der Spannungstensor hat 6 im allgemein voneinander verschiedene Komponenten.
Ubung 2.4:
a) Man gebe den Spannungstensor fiir hydrostatischen Druck p an.

b) Wie lautet der Spannungstensor im Innern einer unendlich ausgedehnten Platte, deren einer
Rand festgehalten wird, wihrend am anderen iiberall die Scherspannung 7 in derselben Richtung
angreift?

Ubung 2.5:

Man beweise: Ist P der Spannungsvektor zur Richtung 7 und P derjenige zur Richtung E}, SO
—
gilt B-n/ =P - 7.

2.3 Gleichgewichtsbedingungen

Die Gleichgewichtsbedingungen fiir ein beliebiges endliches Volumen V in einem deformierbaren
Korper fordern, dass die resultierende Kraft und das resultierende Drehmoment verschwinden:

/ Fav + / Pdf =0 (resultierende Kraft) (2.10)

1% S

/ (T x F)dV + / (T x P)df =0 (resultierendes Moment) (2.11)
% S

= Volumenkrifte einschlielich Trégheitskraft (Dimension Kraft/ Volumen= Kraftdichte)

P= Spannungsvektor auf S (Normale 7 nach auflen)
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Gleichung?2.10 ergibt die Bewegungsgleichung des elastischen Kontinuums. Komponentenweise gilt
(man kann nur kartesische Koordinaten verwenden):

14 S 14 S

pijn; lasst sich auffassen als Normalkomponente F;, des Spannungsvektors F; = (pi1, iz, Pi3)s
bezogen auf die i-Richtung. Anwendung des Gauflschen Satzes ergibt:

/ Pindf = / divD.dV
S 14

/ (F; 4 divP,)dV =0
%4

Damit:

Das gilt fiir jedes beliebige Volumen V. Daher muss der Integrand verschwinden:

op; op; op;
P1+ P2+ Pi3

F; =0
+ 8961 (9:62 al'g
oder 5
Pij
F; + —= = K!
+ 5. =0 (SK!)

Zerlegung von F; : F; = fp% + fi (p = Dichte).
Der erste Term ist die Tragheitskraft; f; enthélt alle {ibrigen Volumenkrifte. Im Rahmen einer
Theorie infinitesimaler Deformationen kann die substantielle Differentiation % durch die lokale,

d.h. partielle %, ersetzt werden:

dA _0A | 0Adr 04
dt ot | Ox; ot Ot

(A = infinitisimale Groge, z.B. u;)

Damit erhélt man die Bewegungsgleichung:

82ui 8pij
= — i 2.12
"o = oa, T (212)

In der Ruhelage ist normalerweise p;; # 0 : die dann vorhandenen Spannungen nennt man
FEigenspannungen (englisch: initial stress). Zum Beispiel entstehen sie in der Technik beim
Abkiihlen von Werkstiicken, die aus mehreren Materialien mit verschiedenen thermischen Aus-
dehnungskoeffizienten bestehen, oder im Falle der Erde durch Selbstkompression im eigenen Schw-
erefeld (in diesem Fall bestehen die Eigenspannungen in einem hydrostatischen Druck). In der

Ruhelage eines Korpers sei p;; = pgg) und f; = fi(o). Dann gilt (2.12) ebenfalls:
opl?
ij (0)
=0 2.13
o, i (2.13)
Nun werde der vorgespannte Korper durch zusétzliche zeitabhéngige Volumenkrifte deformiert
(zum Beispiel trete in der vorgespannten Erde ein Erdbeben auf). Bei hinreichend kleinen zusétzlichen
Spannungen (und nur bei ihnen) ist die folgende Zerlegung sinnvoll:

pij = Pz('?) +pl(;) fi= fi(O) + fi(l)
Mit (2.13)folgt dann aus (2.12):

c )
p 8t2 8zj + fl
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Das heifit: Die Verschiebung u,; aus der vorgespannten Ruhelage héngt nur von den zusétzlichen
Spannungen und den zusétzlichen Volumenkréften ab. Im folgenden werden wir p;; und f; in
(2.12) immer in diesem Sinne verstehen, d.h. in der Ruhelage ist p;; = 0 und f; = 0. Diese
Annahme ist ausreichend fiir das Studium elastischer Raum- und Oberflichenwellen in der Erde.
Bei der Untersuchung von Eigenschwingungen und Gezeitenbewegungen, bei denen grofie Tiefen-
bereiche und zum Teil der ganze Erdkérper schwingen, muss man aber in (2.12) unter p;; den
vollstandigen Spannungstensor, einschlieflich des hydrostatischen Anteils, verstehen und unter f;
samtliche duflere Krifte, einschlieflich der Gravitationskraft der Erde selbst. Der Grund ist die
GroBe des hydrostatischen Drucks, die dazu fiihrt, dass bei Deformationen die Anderungen dieses
Drucks nicht vernachldssigt werden diirfen. FEinfaches Beispiel: die radialen Eigenschwingungen
einer Kugel haben bei Beriicksichtigung von hydrostatischem Druck und Gravitationskraft grofere
Perioden (Destabilisierung).

Ubung 2.6:

Man stelle die Bewegungsgleichung auf, ohne die Symmetrie des Spannungstensors p;; vorauszuset-
zen, und leite dann diese Symmetrie aus der Momentengleichung (2.11) ab. Hinweise: Im ersten
Teil benutze man statt (2.9) den Spannungsvektor in der zunéichst gefundenen Form P; = p;;n;.
Im zweiten Teil schreibe man (2.11) komponentenweise und verwende das Ergebnis des ersten
Teils.

2.4 Spannungs-Dehnungs-Beziehungen

Englisch: Stress-strain relations
Verallgemeinertes Hookesches Gesetz

Wenn in einem Korper Deformationen aus einer ungestorten Konfiguration heraus existieren, ver-
bunden mit der Léngendnderung von Strecken, so treten in ihm Spannungen auf. Das bedeutet,
dass an jedem Punkt des Korpers ein funktionaler Zusammenhang zwischen den Komponenten
des Spannungstensors und denen des Deformationstensors besteht:

pij = fij(611,612,...,633 : al,ag,...,an) (2.14)

Als unabhéingige Variable konnen aber, wie angedeutet, noch andere Gréflen ay, auftreten, etwa die
Zeit oder die Temperatur. In noch allgemeinerer weise kann p;; zum Zeitpunkt ¢ abhéngen von der
gesamten Vorgeschichte, d.h. vom Zustand fiir alle Zeiten 7 mit —oo < 7 < t. Wenn z.B. ein Balken
zu irgendeiner Zeit unter extremen Biegebeanspruchungen stand, so wird sein Biegeverhalten
danach anders sein als davor. Die allgemeine Untersuchung von (2.14) und eine entsprechende
Klassifizierung von Materialien als elastisch, plastisch, viskoelastisch etc. ist Gegenstand der
Rheologie. Fiir die Seismologie ist fast immer die einfachste Form von (2.14) ausreichend, dass
nédmlich p;; an einem Punkt nur von den Momentanwerten der e;; an diesem Punkt abhéngt.
In diesem Fall hat €,; = 0 p;; = 0 zur Folge: wenn die Deformation aufhort, verschwinden die
Spannungen ohne Verzégerung. Das heif3t:

pij = fij(e11, €12, .., €33) (2.15)
£i5(0,0,...,0) =0

Wenn solche ein Zusammenhang existiert, spricht man von idealer Elastizitdt. Bei infinitesimalen
Deformationen bedeutet dies, dass p;; eine lineare Funktion aller € ist (Reihenentwicklung von
(2.15) um €5, =0 ):

Dij = Cijki€kl (SK zweimal!) (2.16)

cijrt = Elastizitdtskonstanten

Die lineare FElastizitdtstheorie untersucht elastische Vorgénge in Kérpern unter folgenden Annah-
men:
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1. Die Deformationen sind infinitesimal

2. Die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen sind linear

Die entscheidende Annahme ist 1.

Das bekannte Hookesche Gesetz, etwa fiir die Dehnung eines Drahtes oder die Scherung eines
Quaders, ist ein Spezialfall von (2.16). (2.16) heifit daher auch verallgemeinertes Hookesches
Gesetz. Sein Geltungsbereich muss durch Experimente oder Beobachtungen bestimmt werden.
Der Zusammenhang in der folgenden Skizze gilt zum Beispiel fiir die Dehnung eines Drahtes.
Zwischen A und B ist der Zusammenhang zwischen der Zugkraft pro Flicheneinheit

Hookesches Gesefz;= E€,,

A £,

des Querschnittes py; und der relativen Léngeéinderung €11 linear und entspricht daher (2.16) (E
= Elastizitdtsmodul). Zwischen B und C ist der Zusammenhang nicht mehr linear, entspricht
aber immer noch ideal elastischem Verhalten, d.h. wenn p;; auf Null zuriickgeht, bleibt keine
Deformation €17 iibrig. Jenseits von C' beobachtet man irreversible Deformationen (plastisches
Verhalten, Flieflen). Schlieflich reifit der Draht.

Der Tensor 4. Stufe ¢;ji; hat 81 (=9 x 9) Komponenten, von denen wegen der Symmetrie des
Deformations- und des Spannungstensors nur 36 (= 6 x 6) voneinander verschieden sind. Weil die
elastische Deformationsenergie (= elastische Energie pro Volumeneinheit) eine Zustandsgrofe ist,
reduziert sich diese Zahl auf 21 (vgl. z.B. S. 268/69 bei Sommerfeld). Das ist allerdings die max-
imale Zahl der Elastizitdtskonstanten, die ein anisotroper Korper haben kann. Bei verschiedenen
speziellen Formen von Anisotropie und insbesondere bei Isotropie reduziert sich dies Zahl weiter.
Beim isotropen Korper, in dem es keine Vorzugsrichtungen gibt, hat man 2 Elastizitatskonstanten.
Die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen (2.16) lauten hier:

Pij = )\G(SU + 2,ueij (2.17)
A und p: Lamésche Elastizitdtskonstanten oder Elastizitétsparameter (sie konnen Ortsfunktionen
sein)
0 = €11 + €29 + €33 : kubische Dilatation
1 fir o
0ij = we=JL. Kroneckersymbol oder auch Einheitstensor
0 sonst

Ableitung von (2.17):
Wir wéhlen als Koordinatensystem das Hauptachsensystem des Spannungstensors, das bei Isotropie
mit dem des Deformationstensors {ibereinstimmt. Wir haben also die Hauptspannungen Py, P>. P
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und die Hauptdeformationen FEi, Es, F5, zwischen denen ein linearer Zusammenhang besteht.
Dieser ist im Falle von Isotropie:

P = aF1+ b(El + EQ)
P, = aE;+b(E1+ Es)
Pg = aE3 —|— b(E1 —|— EQ)

Der Koeffizient von F5 und E3 in der Gleichung fiir P; muss derselbe sein, da im isotropen Korper
die Hauptachsen 2 und 3 gleichartig zur Hauptspannung P; beitragen. Analoges gilt fiir die beiden
anderen Gleichungen. Man kann schreiben

P, = (a — b)E‘Z + b(El + By + Eg) (2.18)
= 2,[J,E1Z +)\(E1 —|—E2 +E3),
wo die Konstanten a und b durch die Laméschen Parameter A und p ersetzt worden sind. Damit ist

(2.17) bereits fiir das Hauptachsensystem bewiesen, in dem es allerdings keine Scherkomponenten
des Deformationstensors und Scherspanungen gibt.

Nach dem Gesetz (2.4) zur Transformation von Tensorkomponenten gilt fiir die Spannungs- und
Deformationskomponenten in einem beliebigen Koordinatensystem:

2 2 2 2 2 2
P11 = a11P1 + a21P2 + a31P3 €11 = a11E1 + a21E2 + a31E3
2 2 2 :
P2 = aipPitapnP taznbs :
P12 = ai1a12P + az21092Ps + aziaza Ps €12 = anai2B + asiaEs + asiazaEs
P23 = a12a13P1 + agza23 P + azzazzP3

(2.19)
Fiir die Richtungscosinus gilt:
Qi A = 6kl (SK')

Setzt man (2.18) in die linken Gleichungen von (2.19) ein und benutzt dabei die rechten Gleichun-
gen, so erhélt man:

pi1 = 2pen + MNEy + By + E3)
P22 = 2pezn + AN(Ey + By + E3)
P12 = 2ue€rn
D23 = 2pues

Die Beziehungen fiir die Scherspannungen haben bereits die endgiiltige Form, diejenige fiir die
Normalspannungen lassen sich leicht mir Hilfe der Tensorinvariante E; + Fo + E3 = €11 + €22 + €33
auf die endgiiltige Form bringen. Damit ist (2.17) bewiesen.

In kartesischen Koordinaten lautet (2.17) komponentenweise, wenn man ey iiber (2.1) durch die
Ableitungen des Verschiebungsvektors ausdriickt:

Our | Duz , Oug
8961 (9:62 al'g

o aui Guj . .

aui

i o= A
p ( "o

) +2

(keine SK!)

(2.17) gilt auch in beliebigen krummlinigen orthogonalen Koordinaten, etwa Zylinder- oder Kugelko-
ordinaten. Man muss nur den Deformationstensor in diesen Koordinaten angeben (vgl. S. 13). Die
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p;j beziehen sich dann natiirlich auf die Koordinatenflichen des betreffenden Systems. Schliellich
sei nochmals darauf hingewiesen, dass die p;; normalerweise als zusétzliche Spannung zu verstehen
sind, die sich einem vorgespannten Zustand iiberlagern.

Die Annahme, dass Gesteine und die Materie des tieferen Erdinnern isotrop sind, ist nach aller
Erfahrung hiufig berechtigt. Die Kristalle, aus denen die gesteinsbildenden Minerale aufgebaut
sind, sind allerdings zumeist anisotrop, ihre fast immer regellose Anordnung lasst das Gestein aber
makroskopisch isotrop erscheinen.

Ergidnzungen

Thermoelastische Spannungs-Dehnungs-Beziehungen: Sie sind ein Beispiel fiir Beziehun-
gen, bei denen die Spannungen nicht nur von den Deformationen abhéngen, sondern auch noch
von anderen Groflen, z.B. von der Temperatur (¢« = Volumenausdehnungskoeffizient, T' — T =
Temperaturinderung):

2
Pij = a@éij + 2,ueij — ()\ + gu)a(T — To)éij

Zusammenhang zwischen A\ und i und anderen Elastizitdtsparametern:

E = Elastizitdtsmodul (englisch: Young’s Modulus)

o = Poissonsches Verhéltnis oder Querkontraktionszahl

k = Kompressionsmodul oder Inkompressibilitéit (englisch: bulk modulus)
7 = Schermodul (englisch: rigidity)

_ HBA+2p) A 2

PR T F=AT g
E
_ _ okl _
T=p A= T P30 10

In idealen Fliissigkeiten ist 7 = p = 0; sie setzen Scherungen keinen Widerstand entgegen. Dann
ist k = A =0und o = 0.5. Im Rahmen der Elastizitdtstheorie unterscheiden sich Fliissigkeiten
und Gase nicht. Der Kompressionsmodul von Fliissigkeiten ist aber erheblich grofler als der von
Gasen. Das Poissonsche Verhiltnis o kann nur Werte zwischen 0 und 0.5 annehmen. Fiir Gesteine
liegt o oft nahe bei 0.25; 0 = 0.25 bedeutet A = p.

Ubung 2.7:

Man beweise die Formel fiir k. k ist definiert als das Verhéltnis —% in einem Versuch, bei dem
ein Korper unter allseitigem Druck p steht und die relative Volumenénderung © < 0 erfahrt. Man
stelle den Deformations- und den Spannungstensor auf und schreibe die Spannungs-Dehnungs-
Beziehungen nieder.

Ubung 2.8:

Man beweise die Formeln fiir £ und o. F ist definiert als das Verhé&ltnis % und o als das
Verhiltnis f% in einem Versuch, bei dem ein Draht oder Stab in 1-Richtung unter der Zugkraft
p11 steht (€17 = Dehnung, oo = Querkontraktion, ess =7, poo =7, p3s =7). Man gehe wie bei
Ubung 2.7 vor.

2.5 Bewegungsgleichung, Rand- und Anfangsbedingungen

Bewegungsgleichung

Setzt man 2.17 in die von p;; abhéngige Bewegungsgleichung 2.12 ein, so erhélt man diese ganz in
Abhéngigkeit von den Komponenten des Verschiebungsvektors:

0%u;

P ot

= %()\@5” + 2,LL€Z']') =+ fz

() + 2 |n (G + 52)] + fi (2.20)

_ 0
— Oz,
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Wenn A und g ortsunabhéngig sind, wird daraus:

0%u; B )\86 n 0%u; n 0%u; n 0%u; n 0 [(Ou; Oug % L
o = "ow; M| 022 T 02 T 922 " Ou i

dx1 | Oxs ' Oxy

: 00
= A+ p) 5 +pViui + fi (2.21)

(’)xi

Das ist die Bewegungsgleichung des homogenen Mediums in kartesichen Koordinaten.
Symbolische Schreibweise (0 = div):

o*w
PgE = (A + pgraddivd + pV2w + f (2:22)

Das gilt ebenfalls nur fiir kartesische Koordinaten. V2% ist der Vektor (V2ui, V2uz, Vu3). In
kartesischen Koordinaten gilt:

VW = graddiv — rot rotw (2.23)

Man iiberzeuge sich davon durch Nachrechnen; in krummlinigen orthogonalen Koordinaten definiert
2.23 den Vektor V2%, und er ist nicht identisch mit dem Vektor, der durch Anwendung von V?
auf die Komponenten folgt). Setzt man 2.23 in 2.22 ein, so wird:

o*w
Poe = (A + 2p)grad div — protrotw@ + f (2.24)
Diese Form der Bewegungsgleichung ist unabhéngig vom Koordinatensystem. Sie ist der Aus-
gangspunkt fiir alles weitere. Nach S.18 enthélt 7 nur die Volumenkrifte, die zusétzlich zu denen
in der Ruhelage wirken.

Randbedingungen

In einer Fliche, in der mindestens eine der Materialgrofien p, A und p unstetig ist, ist der Span-
nungsvektor, bezogen auf die Normalenrichtung dieser Fliche, stetig. Zum Beweis betrachten wir
einen kleinen flachen Kreiszylinder der Dicke 2d, der die Trennfliche zwischen den beiden Medien
umschlieft. Die Summe aller Krifte, die an dem Zylinder angreifen (Volumenkrifte im Innern,
Fléchenkréfte an seiner Oberfléche) muss verschwinden.

Medium 1

Medium 2 -P,

Im Grenziibergang d — 0 braucht man nur die Flachenkréfte an den Stirnflichen zu betrachten,
deren Grofle Af sei: _ _
PIAf 4+ (=P)Af=0

Hieraus folgt 171) = 172) Das bedeutet, dass in Trennflichen Normal- und Tangentialspannungen
stetig sind.

Fiir die Verschiebungen gilt: in einer Trennfliche fest-fest sind alle Komponenten stetig (Gleiten
sel ausgeschlossen), in einer Trennfliiche fest-fliissig nur die Normalverschiebung.
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Beispiele: Ein Korper bestehe aus zwei Halbridumen, die durch die Ebene z = 0 getrennt werden.
Die Verschiebungen seien gy, uy, ., die Spannungen paq, Dyy, Pzzs Pay; Paz, Pyz- Die Randbedin-
gungen fiir z = 0 lauten fiir die verschiedenen Halbraum-Kombinationen:

fest — fest : Ug, Uy, Uz,s Doz, Dyz, P2z Stetig
fest — fliissig : Uz, Pz stetig, pr. = py. =0
fliissig — fliissig : Uy, P, Stetig
fest — starr : Uy = Uy =Uuy; =0
fliissig — starr : u, =0

fest — Vakuum : Doz = Pyz = Pzz =

0 . ..
fliissig — Vakuum : o =0 } freie Oberflache

Wenn in einer Oberfliche mit dem Normalenvektor n; die Spannungen nicht verschwinden, sondern
vorgeschrieben sind (Spannungsvektor P;), muss der Spannungsvektor im Kérper diese Randwerte

annehmen:
Pn; = P, (2.25)

Pi(jr) sind die Randwerte der Komponenten des Spannungstensors in der Oberfliche und kénnen

aus 2.25 ausgerechnet werden.
Beispiel: Druck P(t) auf einer ebenen Oberfléche

Ly

7 = (—1,0,0) = (n1,n2,n3)

P = (P(t),0,0) = (Py, Ps, P3)

2.25 ergibt:—p;) = P, oder

P11 = Pzx = *P(t)
p12:pzy:0 fir x = 0.
P13 = Pzz = 0

Ahnlich kénnen auf einer Randfliiche des Kérpers die Verschiebungen vorgeschrieben sein.
Anfangsbedingungen

Sie legen die rdumliche Verteilung gewisser Groflen, in unserem Falle der Verschiebung u;(z1, 22, €3, 1)
und der Partikelgeschwindigkeit du; /0t fir t = 0 fest:
aui
wi(z1, 2, 23,0) = f1(x1, 22, 23), W(:Cl;w%w?no) = fo(x1, z2,23)
Das allgemeinste Wellenausbreitungsproblem ist ein Rand-und Anfangswertproblem, d.h. neben
der Bewegungsgleichung sind noch Rand- und Anfangsbedingungen zu erfiillen. Bei seismologis-
chen Problemen ist normalerweise f; = fo = 0, und man muss sich nicht speziell bemiihen, diese
Anfangswerte zu befriedigen. Diese Probleme sind im wesentlichen Randwertprobleme.
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2.6 Verschiebungspotentiale und Wellentypen

Verschiebungspotentiale

Ein Vektor @ lisst sich unter sehr allgemeinen Voraussetzungen wie folgt darstellen:
W = grad® + rot W (2.26)

d ist ein skalares Potential, T ein Vektorpotential. In unserem Fall, wo W ein Verschiebungsfeld
ist, bezeichnet man beide als Verschiebungspotentiale. (Man sollte sie nicht mit dem elastischen
Potential. d.h. der elastischen Deformationsenergie, verwechseln.)

w

P heifdt speziell Kompressionspotential und ki Scherpotential. Wenn der Vektor gegeben ist,

kann man ® und ¥ berechnen (vel. Ubung 2.6):

1 w-T
d=— d
4 73 v
— 1 U XT

Der Vektor 7 (mit dem Betrag r) zeigt vom Volumenelement dV zum Aufpunkt, an dem ® und v
berechnet werden sollen. Die Interpretation geht iiber de ganzen Raum. Fiir v gilt noch

zusatzlich: _
divw =0 (2.28)

= . . .
¥ muss in kartesischen Koordinaten berechnet werden.

Der Anteil grad ® in 2.26 heifit Kompressionsanteil von w. Er ist rotations- und wirbelfrei. Nach
S.9 erfahren die Volumenelemente keine starre Rotation, sondern nur eine Deformation, die im
allgemeinen sowohl eine Volumeniinderung als auch eine Scherung umfasst (im Sinne von Ubung
2.2 auf S.14). Im Hauptachsensystem des Deformationstensors tritt nur Volumenidnderung auf
(Kompression oder Dehnung). Der Anteil rot® in 2.26 heift Scheranteil. Er ist divergenz- oder
quellfrei; die Volumenelemente erfahren keine Volumenénderung, wohl aber Scherungen und starre
Rotationen.

Die Volumenkraft 7 in der Bewegungsgleichung 2.24 kann man ebenfalls nach 2.26 aufspalten:
7 = grad ¢ + rot ? (2.29)

(Unterscheidung von ¥ und Pl

Setzt man 2.26 und 2.29 in 2.24 ein, so erhélt man:

9 g ) - -
P gmdﬁ + rotw = (A4 2u)gradV=® — protrotrot ¥ + grad o + rot i (2.30)
Wir versuchen nun, die Gradiententerme fiir sich gleichzusetzen und ebenso die Rotationsterme.
Wenn sich die so gewonnenen Differentialgleichungen 16sen lassen, ist 2.30 und damit auch 2.24
erfiillt. Man erhalt:

2

0°d
grad [pﬁ — (A +2u) V2 — 4 =0

0*v
rot lpm +ur0trot@> — $‘| =0

In noch weiterer Vereinfachung lassen wir die eckigen Klammern verschwinden:

1 9°® ® A+2p
V2o - ——— = — 2 =
a? ot? A+ 2u @ p
—  109°7 E) "
—rotrot ¥V — —— — — _ 2= 2.31
rotro 5 o m 16} P ( )
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o und E) sind aus ? nach 2.27 zu berechnen. Wenn keine Volumenkrifte wirken, ist ¢ =

0 und ﬁ = 0. Die Gleichung fiir ¢ ist eine inhomogene Wellengleichung. In kartesischen Ko-
ordinaten ergeben sich fiir die Komponenten von T wegen 2.23 und 2.28 ebenfalls inhomogene
Wellengleichungen. In anderen Koordinaten sehen die Gleichungen fiir die Komponenten von T
etwas anders aus (vgl. Ubung 2.10).

Die beiden benutzten Vereinfachungen sind, wie die Erfahrung gezeigt hat, legitim. Man kann
also entweder 2.24 oder 2.31 16sen. In komplizierteren Féllen kommt man nur iiber 2.31 durch.
Hierbei sind die Randbedingungen fiir Verschiebungen und Spannungen in solche fiir & und T zu
iiberfiihren.

Wellentypen

Die allgemeine Diskussion der Differentialgleichungen 2.31 zeigt, dass sie Losungen haben, die
Wellen entsprechen (Niheres in Abschnitt 3.1). Stérungen im Kompressionsanteil des Verschiebungsvek-
tors laufen als Kompressionswelle mit der Geschwindigkeit oo = (A + 2u)/ p)l/ * durch das Medi-

um. Stoérungen im Scheranteil breiten sich als Scherwelle mit der Geschwindigkeit 3 = (u/p)'/?

aus. Wir haben so die beiden grundsitzlich verschiedenen elastischen Wellentypen gefunden, die
durch ein festes Medium laufen kénnen. Fiir Gesteine gilt hdufig mit brauchbarer N#herung

A = p. In diesem Fall ist o/ = 3'/2. In fliissigen oder gasformigen Medien gibt es wegen p = 0

nur Kompressionswellen (Schallwellen).

Héufig werden Kompressionswellen als Longitudinalwellen und Scherwellen als Transversalwellen
bezeichnet. Der Verschiebungsvektor in einer Longitudinalwelle ist parallel zur Ausbreitungsrich-
tung, in einer Transversalwelle senkrecht dazu. Eine Kompressionswelle ist aber im allgemeinen
nur bevorzugt longitudinal und eine Scherwelle nur bevorzugt transversal polarisiert. Die Gleich-
setzungen sind also nicht v6llig korrekt. Es gibt sogar Sonderfille, in denen eine Kompressionswelle
transversal und eine Scherwelle longitudinal ist (s. Abschnitt 3.5und Ubung 3.5.1auf S.40).

Die seismologischen Bezeichnungen sind P- Wellen fiir Kompressionswellen und S- Wellen fiir Scher-
wellen. Sie driicken aus, dass die P-Welle der am friithesten an einer Station eintreffende Wellentyp
von einem Erdbeben ist (P von primér), wihrend die S-Welle spéter ankommt (S von sekundér).

In einem homogenen Medium sind Kompressionswellen und Scherwellen entkoppelt, d.h. sie breiten
sich unabhéngig voneinander aus. Das ist nicht mehr richtig fiir ein inhomogenes Medium, in dem
a, i, und/oder p und damit auch o und 8 von Ort zu Ort variieren. Auch in diesem Fall laufen im
allgemeinen zwei Wellengruppen durch ein ausgedehntes Medium, und die Laufzeiten ihrer ersten
Einsédtze werden durch die Geschwindigkeitsverteilungen o bzw. § bestimmt. Die schnellere der
beiden Wellen ist aber keine reine Kompressionswelle mehr, sondern erhélt auch noch einen Scher-
anteil; die langsamere ist entsprechend keine reine Scherwelle, sondern erhélt auch noch einen
Kompressionsanteil. Dies ist plausibel, wenn man ein inhomogenes Medium durch stiickweise
homogene Medien approximiert. Um die Randbedingungen an den Trennflichen zwischen den
einzelnen homogenen Bereichen zu befriedigen, braucht man normalerweise (wie wir im Abschnitt
3.6.2. im einzelnen sehen werden) auf beiden Seiten Kompressions- und Scherwellen. Die im Innern
einer homogenen Partie des Mediums entkoppelt laufenden Kompressions- und Scherwellen erzeu-
gen also an den Trennflichen reflektierte und gebrochene Wellen auch vom jeweils anderen Typ.
Diese Typumwandlung findet im kontinuierlich inhomogenen Medium kontinuierlich statt und ist
umso ausgepriigter, je grofer die Anderung von o, 3, und/oder p pro Wellenlinge ist. Die Theo-
rie fiir kontinuierlich inhomogene Medien ist viel komplizierter als die fiir gebietsweise homogene
Medien. Medien, bei denen «, § und p nur von einer Koordinate abhédngen. etwa von der Tiefe,
kann man fiir viele seismologische Zwecke durch Pakete aus homogenen Schichten approximieren,
und fiir diese gibt es heute effektive Methoden fiir den Gebrauch auf Digitalrechnern.

Ubung 2.9:

Man beweise 2.27, indem man 2.26 mit der Gleichung

V%@ = grad divd@ — rot rot@
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vergleicht und beachtet, dass die Poissonsche Gleichung V2@ = @ die Losung @ = — 5= [ @ 1dV
hat.

Ubung 2.10:

Man schreibe 2.26 in Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) unter den Voraussetzungen, dass Zylindersym-
metrie herrscht und die ¢-Komponente von @ verschwindet (¥, = ¥, = 0). Wie lautet in diesem
Fall 2.31 fiir verschwindende Volumenkréfte?

Ubung 2.11:

Man zeige, dass in einer Fliissigkeit mit konstanter Dichte p, aber variablem Kompressionsmodul
k der Druck p die Wellengleichung V?p = ﬁ% mit ortsabhéngiger Schallgeschwindigkeit o =
(k/p)'/? erfiillt. Hinweise: Man leite aus der Bewegungsgleichung 2.12 ohne Volumenkrifte die
Gleichung pd?w /0t? = —grad p ab und wende hierauf die Divergenzoperation an (p = —k div).
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Kapitel 3

Raumwellen

3.1 Ebene Raumwellen

Die einfachsten Typen von Wellen erhilt man, wenn man fiir ein unbegrenztes Medium (Voll-
raum) Losungen der Bewegungsgleichung sucht, die nur von einer Ortskoordinate abhéngen. Zum
Beispiel suchen wir Losungen von 2.21 oder 2.24 in der Form @ = (u,(x,t),0,0), d.h., @ zeigt in
z-Richtung und héngt nur von z und der Zeit ¢ ab, oder in der Form @ = (0, uy(z,1?),0), d.h.,
W zeigt in y-Richtung und hiingt ebenfalls nur von x und ¢ ab. Im ersten Fall folgt aus 2.21 fiir

fi=0

0x2 a2 ot2’ @ p

T i 0%y s A+2u

im zweiten Fall
OPuy, 1 0%uy 5 = I

ox2 B2 ot2 p
Das sind eindimensionale Wellengleichungen. Im folgenden betrachten wir die allgemeine Form
0? 102
SE_2Z22 (3.1)
ox? 2 Ot?
Die allgemeinste Losung dieser Gleichung ist
u(z,t) = Flax — ct) + G(z + ct), (3.2)

wo F(z) und G(z) beliebige, zweimal differenzierbare Funktionen sind (man iiberzeuge sich davon,
dass (3.2) (3.1) 16st). Eine andere Form ist

x

u(x,t):F(t—%)-i-G(t—i-z). (3.3)

Der jeweilige erste bzw. zweite Term in (3.2) und (3.3) ist zu interpretieren als eine in positive
bzw. negative z-Richtung laufende Welle. Zum Beispiel ist der erste Term in (3.3) fiir z =z

u(ay,t) = F (t - %) = Fy(t).

Fiir eine andere Entfernung x5 > 1 ist

u(xg,t)ZF(t—E):F(t_xQ_xl _ﬂ) - £ (t_l’Q—xl)_
c c c c

Das heifit: zu den Zeitpunkten ¢ spielt sich in der Entfernung zo dasselbe ab wie in der Entfernung
21 zu den fritheren Zeiten t — (x2 — X1)/c. Das entspricht der Vorstellung einer Welle, die von

29
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21 nach xo in der Zeit (xo—x1)/c gelaufen ist. Thre Ausbreitungsgeschwindigkeit ergibt sich hieraus
zu c. Die Wellenfronten dieser Welle, d.h. die Flichen zwischen gestortem und ungestortem
Gebiet, sind die Ebenen z = const. Daher handelt es sich um eine ebene Welle. Wenn G(x) in
(3.2) oder G(t) in (3.3) nicht verschwindet, so hat man zwei ebene Wellen, die in entgegengesetzte
Richtungen laufen.

Ist u = ug, so handelt es sich um eine Longitudinalwelle (Polarisation in Ausbreitungsrichtung),
im Falle von u = u, um eine Transversalwelle (Polarisation senkrecht zur Ausbreitungsrichtung).

Harmonische Wellen konnen durch
u(x,t) = Aexp [iw(t - E)} = Aexp [i(wt — k)]
c

dargestellt werden mit: A=Amplitude (reell oder komplex), w=Kreisfrequenz, v = w/2r=Frequenz,
T = 1/v=Periode, k = w/c=Wellenzahl, A = 2w /k=Wellenldnge. Zwischen ¢, A und v besteht

die bekannte Beziehung: ¢ = Av. Die Verwendung der komplexwertigen Exponentialfunktion zur

Beschreibung ebener harmonischer Wellen ist erheblich giinstiger als die Verwendung reelwertiger

Sinus- oder Kosinusfunktionen. Letztere sind aber anschaulicher. Wir werden spéter durchweg

mit der Exponentialfunktion arbeiten.

3.2 Das Anfangswertproblem fiir ebene Wellen

Wir suchen die Losung der eindimensionalen Wellengleichung (3.1), die die Anfangsbedingungen:
u(z,0) = f(x) fuer die Verschiebung und

0

a—::(x, 0) = g(x) fuer die Partikelgeschwindigkeit
erfiillt. Diese Aufgabe entspricht ganz der Anfangswertaufgabe einer linearen gewdhnlichen Differ-
entialgleichung, etwa dem Problem, die Bewegung eines Pendels zu bestimmen, wenn Anfangsauss-

chlag und -geschwindigkeit gegeben sind. Wir gehen von (3.2) aus. Fiir ¢=0 ist also:

() (3.4)
() (3.5)

Fx)+G(x) =f
—cF'(x) + G’ (x) g

Integriert man (3.5) nach z, so folgt:

und aus der Subtraktion 1 1 e
o) = { s+ g(&)ds}.

Damit wird

xr+ct
wet) = 3 Ule =)+ fate) 5 [ gl

Diese Losung befriedigt tatséichlich die Wellengleichung und die Anfangsbedingungen (man iiberzeuge
sich davon). Wir diskutieren zwei Sonderfille:

Fall 1
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g(z) =0, d.h die Anfangsgeschwindigkeit verschwindet. Dann ist:

u(e,t) = 3 (f(@ — et) + (o + )

Zwei Momentbilder, fiir t=0 und fiir t>0, veranschaulichen dieses Resultat:

u(x,0)

/:\/—f(x) =0

ct ct
[ T
I I
| |
I I
| u(x,t) |
fx+ct) | L f(x-ct)
ﬁ, N VRERN /_ >0
/ g A \ ’ g N \
/\ /\\
\ \
\ N X
\ 7 \ 7
\ / \ 7/
\ 7 \ /

Zwei ebene Wellen laufen vom Erregungsort nach beiden Seiten mit der Geschwindigkeit c¢. Prak-
tisches Beispiel: langes gespanntes Seil mit der Form f(z) fiir t=0.

Fall 2

f(z) = 0, d.h. die Anfangsverschiebung verschwindet. Weiterhin sei g(z) = Vod(z). §(z) ist die
Diracsche Deltafunktion (s. Anhang A, Abschnitt A.3.). ¢(z) entspricht in etwa einem “Schlag”
bei = 0. Vp hat die Dimension Geschwindigkeit mal Lénge. Dann ist

VO xr+ct

u(z,t) = 5
r—ct

5(&)ds.

Die Skizze zeigt den Verlauf des Integranden und das Integrationsintervall fiir einen festen Zeit-
punkt ¢ > 0 und fiir x > 0:
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5(¢)

Integrationsintervall
expal?\diert mit t

/ \
| | |

| |
X-Ct x>0 x+ct €

Erst wenn das Integrationsintervall den Punkt & = 0 einschlieft, ist das Integral nicht mehr Null.
Es hat dann immer den Wert 1:

Dgt-2) firz>0

%H(t+%) firx <0

H(t) ist die Heavisidesche Sprungfunktion (oder kurz der Einheitssprung): H(t) = 0 fiir ¢t < 0,
H(t)=1fir ¢t > 0.
Die Verschiebung springt bei ¢ = |z| /¢ von Null auf den Wert V;/2c.

3.3 Einfache Randwertprobleme fiir ebene Raumwellen

Die einfachste Randwertaufgabe besteht darin, zu einem zeitabhéngigen Druck P(t) auf der Ober-
fliche z = 0 eines homogenen Halbraums die Verschiebung im Halbraum zu suchen. Da die
Verschiebung % ersichtlich nur eine z-Komponente u, hat und z die einzige Raumkoordinate ist,
die explizit auftaucht, gilt die eindimensionale Wellengleichung (3.1) fiir eine ebene Kompression-
swelle:

0%y 1 0%uy

dr2 a2 Ot2

Thre Losung ist im vorliegenden Fall
x
T at =F (t - _) ’
a2, 1) !

da sich nur eine Welle in +z-Richtung ausbreiten kann. Die Funktion F'(¢) ist aus der Randbedin-
gung zu bestimmen, dass der Spannungsvektor bei der Annéherung an die freie Oberfliche x = 0
stetig in den von auflen aufgeprigten Spannungsvektor iibergeht (vgl. (2.25) und S.24):

Pye = —P(t) und pyy = pg> = 0 fuer x = 0.

Die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen (2.17) ergeben erstens, dass p,, und p,, automatisch iiberall
verschwinden, und weiterhin

pe= = AR (1 E) g (1),

Hieraus folgt fiir x =0
—paF'(t) = —P(t)

und damit durch Integration

I I
F(t) = p—a[m P(r)dr = ) P(r)dr.
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Dabei haben wir die Annahme gemacht, dass P(t) = 0 fiir t < 0 ist. Damit lautet die Verschiebung:

1 t—x/a

u(z,t) = —/ P(r)dr
P Jo

Sie ist proportional zum zeitlichen Integral des Drucks auf die Oberfliche des Halbraums. Wenn

ein kurzzeitiger Impuls wirkt, P(t) = Pyd(t), so ist

Ug(x,t) = &H (t— E) .
pa !
Py hat die Dimension Druck mal Zeit (s. Anhang A, Abschnitt A.3.1). Zum Zeitpunkt t = z/a
verschieben sich die Punkte des Halbraums sprunghaft um Py/pa in +2-Richtung und bleiben
in dieser Lage fixiert. Fiir Py = 1 atsec = 9.81 Nsec/cm? ~ 105 dyn sec/cm?, p = 3g/cm? und
a = 6km/sec = 6 x 10°cm/sec erhiilt man eine Verschiebung von etwa 0.5cm.

Das vorliegende Randwertproblem ist so einfach, dass man direkt von der Bewegungsgleichung
(2.21) oder (2.24) ausgehen konnte. Man kann natiirlich auch mit den Verschiebungspotentialen
® und ¥ und ihren Differentialgleichungen (2.31) arbeiten (wie?).

Ubung 3.1:

Auf die Oberfliche des Halbraums wirke die Tangentialspannung T'(t). Wie lautet die Ver-
schiebung im Halbraum? Anwendung: Die Tangentialspannung auf Erdbeben-Bruchflichen hat
die Groflenordnung 50bar = 50 - 10°dyn/cm? (Spannungsabfall). Welche Partikelgeschwindigkeit
(auf der Bruchfliiche) erhiilt man hierfiir (p = 3 g/cm?, 3 = 3.5 km/sec)?

Ubung 3.2:

Auf einem vollig starren Untergrund liege eine elastische Schicht der Dicke H. Auf ihre Oberfldche
wirke der Druck P (t). Wie sieht der Bewegungsablauf in der Schicht aus? Man untersuche speziell
den Fall P(t) = Pyo(t).

Ubung 3.3:
Man lose das zu Ubung 3.2 gehérige statische Problem (konstanter Druck P; auf der Oberfliche).

3.4 Kugelwellen von Explosions-Punktquellen

In den letzten Abschnitten haben wir unendlich ausgedehnte ebene Wellen betrachtet. Sie sind
insofern Idealisierungen, als man sie nicht wirklich erzeugen kann, da man hierzu unendlich aus-
gedehnte Quellen brauchte. Die einfachsten Wellentypen von Quellen mit endlicher Ausdehnung
sind Kugelwellen, d.h. Wellen, die sich von einem punktformigen Erregungszentrum (Punktquelle)
in einen Vollraum hinein ausbreiten. Thre Wellenfronten sind Kugeln.

Im einfachsten Fall ist der Verschiebungsvektor beziiglich der Punktquelle erstens radial gerichtet
zweitens radialsymmetrisch, d.h. auf einer Kugel um die Punktquelle ist die Radialverschiebung
iiberall dieselbe. Wenn man eine kugelférmige Sprengstofladung in einem homogen Medium
fernab von Grenzflichen ziindet, hat die Verschiebung diese beiden Eigenschaften. Wir nen-
nen diese Punktquelle daher Fzplosions-Punktquelle. Unsere mit der linearen Elastizitdtstheorie
berechnete Resultate lassen sich aber auf Kugelwellen von Sprengladungen nur in dem Entfernungs-
bereich anwenden, in dem die Voraussetzungen der Theorie (infinitesimale Deformation, lineare
Spannungs-Dehnungs-Beziehungen) erfiillt sind. In der plastischen Zone, der Zerritungszone und
der nichtlinearen Zone (das ist eine sehr grobe Einteilung mit wachsendem Abstand vom Ort der
Ladung) ist das nicht der Fall.

Wir wollen folgendes Randwertproblem l6sen: Gegeben sei die Radialverschiebung in der Entfer-
nung r = 11 von der Punktquelle: U(ry,t) = Uy(t). Gesucht ist U(r,t) fir r > ry.
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Zur Losung kénnen wir einmal von der Bewegungsgleichung (2.24) mit 7) = 0 ausgehen. Auf diese
Weise ist das Problem im Anhang A (Abschnitt A.2.2) unter Verwendung der Laplacetransfor-
mation gelost. Hier wollen wir, was viel einfacher ist, die Verschiebungspotentiale aus Abschnitt
2.6 benutzen. Das Scherpotential verschwindet, da sich ein radialsymmetrischer, radialer Vektor
allein aus dem Kompressionspotential

O(r,t) = / U’ t)ydr'
ableiten ldsst. In Kugelkoordinaten (r,d, \) ist

oD 10 1 00
grad & = (E’ =59’ ma) = (U(r,1),0,0).

Fiir @ gilt nach (2.31) die Wellengleichung mit ¢ = 0:

920 200 18%(r,d) 1 8%0
2 = — e ’ = ——
Ve = or? + r Or r  Or? a? Ot?

0% (ro 1 0%(rd®
(%) _ 1 0°(rd) .
or? a?  ot?
Im Falle von Radialsymmetrie reduziert sich also die Wellengleichung auf die Form der eindimen-
sionalen Wellengleichung fiir kartesische Koordinaten,

0%u 1 0%u

a2~ a2 92’

nun aber fiir die Funktion »®. Die allgemeinste Losung von (3.7) ist daher

1 r r
O(r t :—{th— G(t —}
(nt) =~ {Ft-2)+Gle+ 2)
und stellt die Superposition einer von der Punktquelle weglaufenden und einer in die Punktquelle
hineinlaufenden Kompressionswelle dar. Bei praktischen Problemen verschwindet der zweite Anteil

immer:
r

B(r,t) = %F (- 1) (3.8)

(0%

Die Funktion F'(t) wird oft als Anregungsfunktion oder reduziertes Verschiebungspotential bezeich-
net. Die Wellenfronten sind die Kugeln r =const. Das Potential als Funktion der Zeit hat iiberall
dieselbe Form, die Amplituden nehmen mit 1/ ab. Die Radialverschiebung der Kugelwelle besteht
aus zwei Anteilen mit unterschiedlicher r-Abhéngigkeit:

0P 1 r 1, T
Ulr,t) = or T2F (t a) raF (t a) (3.9)
Sie dndern damit ihre Form mit wachsender Entfernung. Dies gilt allgemein fiir die Verschiebung
in Wellen von Punktquellen. Der erste Term in (3.9) heifit Nahfeldterm, weil er fiir hinreichend
kleine r dominiert. Der zweite Term ist der Fernfeldterm und beschreibt die Verschiebung mit
guter Genauigkeit fiir Entfernungen von der Punktquelle, die grofler als einige Wellenldngen sind
(man weise dies fiir F'(t) = ¢! nach). Dort nehmen die Verschiebungen also mit 1/r ab.

Aus der Randbedingung fiir » = r; folgt:
1 1
——F (tf ﬁ) - =F (t — T—l) = Ui(t)
riQ a 7 a

Jetzt legen wir den Zeitnullpunkt so, dass Uy (t) erst fiir ¢ = 1/« beginnt, von Null verschieden
zu sein. Es sieht also so aus, als wiirde die Welle zur Zeit ¢t = 0 in der Punktquelle (r = 0) starten.
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Definiert man U; (t — 1) = Uy (t), so gilt: U;(t) ist bereits fiir ¢ > 0 nicht identisch Null. Setzt

man dann 7 =t — ==, so wird

hLaF/(T) + %F(T) = —Ui(7). (3.10)

Losung von (3.10) mit der Laplacetransformation, speziell mit Abschnitt A.2.1 des Anhangs A:

Da das Kriterium (A.16) des Anhangs fiir alle physikalisch realisierbaren Verschiebungen U (7)
erfiillt ist, verschwindet der Anfangswert F'(4-0) von F'(7). Man erhilt also durch Transformation
von (3.10) mit F(7) o—ef(s) und U;(7) o—eTy (s) :

S (24 2) e = -me
f(s):frlozs_:gﬂl(s) (3.11)

-1 o
Mit (s + %) e—oc 71" (s. Anhang A, Abschnitt A.1.4) und unter Benutzung des Faltungssatzes
(s. Anhang A, Formel (A.7)) erhilt man die Riicktransformation von (3.11):

e

F(r)= —rla/ U1 (9)e 17y
0

Hieraus folgt
F'(1) = —riaU (1) + a2/ T1(9)e 717N ay.

0
Die Radialverschiebung fiir » > r; ergibt sich dann aus (3.9) zu
_ 1 1\ (= ag
Ulr,t) = 2 {Ul(f) ta <— - —) / U1 (9)e ¢ %19} (3.12)
r r r/)Jo

mit der retardierten Zeit T =t — ~. Damit ist der Randwertproblem gelost.
Anwendungen

a) Ul(t) = Uoé( - %) y d.h. Ul(t) = Uoé(t)
Dimension von Uy ist Linge mal Zeit. (3.12) gilt auch in diesem Fall (s. Anhang A, S.136):

U(r,t) = %UO {5(7) Yo (l _ i) e—%TH(T)}

T T1

=0 (t=r/a)
/-/-—- T
b) Ui(t) = UoH (t — ), d.h. Uy(t) = UgH(t)
Dimension von Uy ist Liange. Aus (3.12) folgt:

roor « 9=0
- T—lUOH(T){l—i- (7;—1 —1) (1—e &T)}
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Die (dynamische) Anfangsverschiebung nimmt mit 1/r ab, die (statische) Endverschiebung mit
1/r%.

Ubung 3.4:

In einem kugelférmigen Hohlraum mit Radius r; wirke der Druck P(t) (P(t)=0fiirt < 2).
Wie lautet die Differentialgleichung fiir die Anregungsfunktion F'(¢) (analog zu 3.10)? Die Radi-
alspanung p,., ist mit der Radialverschiebung U im Fall von Radialsymmetrie wie folgt verkniipft
(Nachweis?):
ou U
e = (A 2p)— + 22—
prr = (A4 20) 5= + 22—
Welche Frequenzen werden bevorzugt abgestrahlt (Eigenschwingungen des Hohlraums)? Dies kann
man aus der Differentialgleichung ablesen, ohne sie zu losen (vgl. mit der Differentialgleichung
des mechanischen Schwingers auf 5.132 im Anhang A). Man lose die Differentialgleichung fiir
P(t) = Po(S(t — 7‘1/0().

3.5 Kugelwellen von Einzelkraft- und Dipol-Punktquellen

3.5.1 Einzelkraft-Punktquelle

Eine in einem kartesischen Koordinatensystem in z-Richtung wirkende Einzelkraft, die im Ur-
sprung angreift und das Kraft-Zeit-Gesetz K (t) besitzt, hat die Kraftdichte (vgl. Anhang A,
Abschnitt A.3.3):

z

K(®

7 =1(0,0,6(z) 8(y) 6(2) K (1))
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Die Zerlegung ? = grad y + rot E} ist moglich mit Hilfe der Formeln (2.27):

—+o0
o,y zt) = /// L (2 = Q88 (m6(Q) K (t)dedndC

= 47Tr3 , r? =a2% 49?4 22 (3.13)

+oo
Py, zt) = / / / L) — €0} 5(E)5(n)S(O) K (t)dédndC
= T 3( y,z,0) (3.14)

Setzt man (3.13) und (3.14) in die Differentialgleichung (2.31) der Verschiebungspotentiale ein,
so sieht man, dass beim Scherpotential T = (¥, 0, T,) ¥, =0ist und fir ¥, und ¥, wegen
(2.23) und (2.28) Wellengleichungen gelten, ebenso wie fiir das Kompressionspotential ®:

Vip — i@Q_CI) = _&
a? ot? drpars
vy L% Ky
T2 o2 dmpB2r3
Vay, — i@ = _&
Yoop2 oot dmpB2r3

Die Losung der inhomogenen Wellengleichung
9 1 0%
4 — ———
2 ot?

lautet bei verschwindenden Anfangswerten

a(z,y, z,t) = _///+oo =f (5 7,(,t— )d&dndc (3.15)

= (2 =€)+ (y—n)’+ (- )%
Formel (3.15) ist die Kirchhoffsche Formel fiir ein unendlich ausgedehntes Medium. Sie ist das
Analogon zur bekannteren Losung der Poissonschen Differentialgleichung, die ebenfalls ein Rau-
mintegral iiber die Storfunktion ist (vgl. Ubung 2.6 auf 26). (3.15) kann natiirlich auch im anderen
als kartesischen Koordinaten berechnet werden; davon machen wir sogleich Gebrauch.

= f(z,y,z,t)

mit

Anwendung auf die Wellengleichung fiir ®: Wir fithren fiir die Integration Kugelkoordi-
naten (r',(,\), bezogen auf den Aufpunkt P, ein. A wird, wie in der nachstehenden Skizze
veranschaulicht ist, durch ein kartesisches Hilfskoordinatensystem (Z, g, z) definiert,

Parallele zur
z Achse

yn z, Q(En,Z )
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dessen T-Achse identisch mit der Verbindungslinie OP ist. Die Z-Achse soll in der Ebene liegen, die
durch die z, (-Achse und die Linie OP aufgespannt wird. Dann hat z, (-Achse im T —7 — Z-System
die Richtung des Einheitsvektors

2\ 3
W:(cosv,o,sinv):{f,o, (1—Z—2) }
r r

_
Der Vektor v von O nach @Q lautet im selben System
T

r" = (r —r'cos¥,r' sindsin A\, r’ sind cos \).

Diese beiden Vektoren brauchen wir nachher. Formel (3.15) lautet fiir ®:

2 g K t — E)
b(z,y,2,t) 16772pa2/ / / e 5 - sin® d\ do dr’

Wir miissen noch ¢ und r” durch r’',9 und X ausdriicken:

1
L2\ 2
— z .
¢ = 7 =2(r—1 cos?) + 1——2 ' sin 1 cos A
r T
12 2 2 / i
% = % 4" — 20 cos ¥ (Kosinussatz)

Damit wird:

1 oo 2wz(1—%cosﬂ)+r’ (17j—z)§sin19cos)\ ’
O(x,y,2,t) = 1672002 2/ // K<t—>-r’sin19d/\d19dr’
6= par 8 (14 25 — 2% cos¥) @

[V

Bei der Integration iiber A ergibt der Teil des Integranden mit dem Faktor cos A keinen Beitrag.
Der andere Teil ist einfach mit 27 zu multiplizieren. Mit a = r/r" und

/W (1 —acos?)sind g = /(1+“)2 14+ 3(u—1 —a2)du
o (14 a?—2acos?)? (1—-a)? 2au?
1 (1+a)* /4 1— a2
= » — + 3 du
a (1—a)2 u2 U2
1 1 1) (1+a)?
= — {2z +2a%-1 ‘5}
4a { ur (a )u (1—a)?

_ 1a {1+a—|1—al+(a+1)(a_1)(1ia_ 11a)}

2
- 2 fur 0<a<l1
o {0 fiur a>1
Mit :
u = 1+a®—2acos?
du 2a sin 9di(1 — a)?

erhalten wir

o = [k (=D
(x,y,2,t) = Trpa®d | r t_E dr

Z g
= K(t — d
47TpT3/0 (¢ =7)rdr
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Genauso werden die Wellengleichungen fiir ¥, und ¥, gelost. Insgesamt erhalten wir die Poten-
tiale der Finzelkraft-Punktquelle:

O(x,y,2,t) = ﬁ foﬁ K(t—7)rdr
qu(wayazat) = _# fOE K(t_T)TdT
. (3.16)
Uy(2,y,2,t) = 5o fg K(t—T1)rdr
V. (z,y,2,t) = 0
2 — 224?422

Bevor wir die Verschiebungen ableiten, gehen wir zu Kugelkoordinaten (r,d, A), nun bezogen auf
die Einzelkraft-Punktquelle, {iber:

In Kugelkoordinaten hat das Scherpotential keine r- und keine ¥-Komponente (Nachweis?), und
fiir seine \-Komponente gilt ¥ = —W,sin A + ¥, cos A.

y
SOl
) <
A
X
Damit erhalt man:
B0 t) = 2% [5K(t-r)rdr
(3.17)

Ur(r,0,t) = 45;2;92 IS K(t—7)rdr



40 KAPITEL 3. RAUMWELLEN

Es existiert keine Abhéngigkeit von A. Der Verschiebungsvektor W = grad® + rotW hat in
Kugelkoordinaten die Komponenten (Nachweis ?):

Ur = %_(71") + Tsilnﬂ %(Slnﬂwk)
wp = 19810y, (3.18)
uy = 0

Wir sehen hier allgemein, dass die aus ® folgende P-Welle nicht rein longitudinal ist, sondern
noch einen transversalen Anteil (in uy) enthélt. Ebenso ist die aus ¥y folgende S-Welle nicht rein
transversal, da in u, auch ein Scheranteil enthalten ist. Das erste Glied in uy und das zweite in
u, sind aber Nahfeldterme (vgl. Ubung 3.5.1). Wir berechnen hier nur die Fernfeldterme von
u, und uy (nur Differentiation der Integrale in (3.17)):

up o~ <Y (t—1) (longitudinale P — Welle)

Ampa?r

(3.19)

Uy 4_75;5;11( (t - %) (transversale S — Welle)

12

Die Fernfeldverschiebungen haben also die Form des Kraft-Zeit-Gesetzes K (t) und nehmen mit 1/r
ab. Die Einzelkraft-Punktquelle strahlt richtungsabhéngig, und die Fernfeld- Abstrahicharakteristiken
sehen wie folgt aus:

R

/

Y

Die Abstrahlcharakteristiken sind jeweils 2 Kreise. Die fiir die Abstrahlung von S-Wellen haben
einen um den Faktor o?/3? grofieren Radius als die fiir die Abstrahlung von P-Wellen. Variiert
man fiir festes r» den Abstrahlwinkel ¥, so sind die Verschiebungen wu, proportional zur Strecke
OP; und die Verschiebungen uy proportional zur Strecke OP5. Das Vorzeichen der Verschiebung
u, #ndert sich beim Ubergang vom ersten P-Abstrahlkreis zum zweiten. Die rdumliche Ab-
strahlcharakteristik folgt aus der ebenen durch Rotation um die Kraftrichtung.

In Rahmen der Fernfeldformeln (3.19) wird in Richtung der Kraft keine S-Welle abgestrahlt und
senkrecht zu ihr keine P-Welle (vgl. aber Ubung 3.5.1).

Die praktische Bedeutung der Einzelkraft-Punktquelle besteht u.a. darin, dass sie, bei senkrechter
Einwirkung auf eine freie Oberfliche, ein gutes Modell fiir die Wirkung eines Fallgewichts, die
Anregung beim Vibroseis- Verfahren und oft auch fiir oberflichennah geziindete Explosionen ist.
Um einen ganz korrekten Vergleich zu erméglichen, miisste das theoretische Problem unter Ein-
beziehung der freien Oberfliche gelost werden. Das ist aber erheblich schwieriger. Auflerdem
sind die Unterschiede zu unserem Vollraum-Modell fiir P-Wellen durchweg und fiir S-Wellen bei
Abstrahlwinkeln kleiner als etwa 30 bis 40 Grad gering.

Ubung 3.5:
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Man berechne die vollsténdigen Verschiebungen (3.18) aus (3.17) und untersuche speziell die Rich-
tungen ¥ = 0 und ¥ = 90°. Welche Polarisierungen hat der Verschiebungsvektor dort und zu
welchen Zeiten sind Einsétze zu erwarten? Man berechne fiir K(t) = KoH(t) die statischen
Verschiebungen (t > r/[3).

3.5.2 Dipol-Punktquellen

Aus zwel entgegengesetzten Einzelkriften, die an eng benachbarten Punkten angreifen, kann
man einen Kraftdipol aufbauen. Die Skizze zeigt links einen Dipol mit Moment, bei dem die
Verbindungslinie der Kréfte senkrecht auf der Kraftrichtung steht; beim Dipol ohne Moment zeigt
die Verbindungslinie in Kraftrichtung.

K(t) Dipol mit 2 Dipole ohne
Moment (eng|. (gemeinsames)

single couple) Moment (engl.

double cuople)

Zwei Dipole mit Moment, deren Gesamtmoment aber verschwindet (rechts in der Skizze), sind ein
gutes Modell fiir viele Erdbebenherde, d.h. die rdumliche Abstrahlung von Erdbebenwellen mit
hinreichend grofien Wellenléngen ist sehr dhnlich wie beim Double-couple-Modell. Die tatséchlich

in einem Erdbebenherd ablaufenden Vorgéinge sind natiirlich nicht auf vier Einzelkréfte zuriickzufiihren:
Normalerweise bricht das Gestein entlang einer Fléche, wenn die Scherfestigkeit durch Akkumu-
lation von Scherspannungen iiberschritten wird (Scherbruch), oder aber es entstehen Bewegungen

auf einer bereits bestehenden Bruchfliche, wenn die Scherspannungen die Haftreibung iibersteigen.
Herdmodelle aus Einzelkréiften und Dipolen sind nur dquivalente Punktquellen.

In Folgenden leiten wir die Fernfeldverschiebungen des Single-couple-Modells ab und geben die
Resultate fiir das Double-couple-Modell an. Wir gehen von dem Single-couple der Skizze aus
(mit oy # 0) und berechnen zunéchst aus (3.19) die P-Wellen-Verschiebung der Kraft K (¢) mit
kartesischen Komponenten (cosd = z/r,7? = (v — x9)? + 3% + 2?2) :

Ug (x — o) /7
- 47rpz427‘2K (t B g) ' y/T
Uy z/r



42 KAPITEL 3. RAUMWELLEN

P(xy,2)

X € l X
-K(t)

Die Verschiebungen w},, uy, u, der Kraft —K(t) mit dem um e verschobenen Angriffspunkt erhélt
man durch Entwicklung von ug, %y, u. in eine Taylorreihe um die Herdkoordinate zo, mit Abbruch
nach dem linearen Glied. Zum Beispiel wird:

u,=—(u +6uz€
T * 8:00

Die Single-couple-Verschiebung folgt dann durch Superposition:

ou
ul = ug +ul, = _&cze
Um die Fernfeldverschiebung zu erhalten, braucht man nur nach dem r in der Kraft K (¢t —r/a) zu
differenzieren und nachzudifferenzieren: 0r/0xo = —(x — xo)/r. Die anderen Terme mit zy tragen

nur Nahfeldterme bei, deren Amplitude stérker als mit 1/r abnimmt. Man erhélt:

" z ,(tiz)—_l—(zfxo)ez—zo

ul = ———
4 par? al « r r

Genauso behandelt man die y- und die z-Verschiebung. Insgesamt ergibt sich:

ull (x — o) /7
wp b =K (- L)e S oy/r (3.20)
(M z/r

Auch die P-Wellen-Verschiebung des Single-couple ist, wie erwartet, longitudinal.

Der Kraftdipol ist streng definiert durch den Grenziibergang ¢ — 0, verbunden mit gleichzeitigem
Anwachsen von K (t) derart, dass
lim K (t)e = M(t)

e—0

endlich (ungleich Null) bleibt. M (t) heiit Momentenfunktion des Dipols und hat die Dimension
eines Drehmoments.

Aus (3.20) folgt mit z/r = cosd und (x — x¢)/r = sindcos A die P-Wellen-Verschiebung des
Single-couple in r-Richtung:

w = 7cos§sinﬂcos)\M, (t 7 1)
47 padr !

Zum Schluss darf nun auch zyp = 0 angenommen werden. Fiir die S-Welle erhélt man auf dieselbe
Weise:

Uy = —

sinﬂsinﬂcos/\M, ( r
p

t - —
drpB3r
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Die Azimutalkomponente verschwindet wie bei der Einzelkraft.

Nachstehend sind die Ergebnisse fiir den Single-couple nochmals zusammengestellt, und es ist die
Abstrahlung in der z-z-Ebene (y=0) skizziert:

- )
sin2 9 cos
wy = 54ﬂ§5§:/\M/(t—§) (3.21)
uy = 0
z
S
5 ry-)P (
) F NB"

Das Verhéltnis der maximalen S-Abstrahlung (fiir ¥ = 90°) und der maximalen P-Abstrahlung
(fiir ¥ = 45°) betrigt etwa 10, wenn a =~ (/3 ist. Die Abstrahlcharakteristiken in anderen Ebenen
als y = 0 ergeben sich aus den skizzierten durch Multiplikation mit cos A\. Die Ebene x = 0 ist
eine Knotenebene sowohl fiir P- als auch P-Abstrahlung, die Ebene z = 0 ist eine nur fir P.

Die Fernfeldverschiebung fiir einen in der z-z-Ebene liegenden Double-couple lauten:
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Uy

Uy

U

7sin219(:os/\M/ (t o

dmpasr

cos 29 cos A /
—cos2es ANt (1

cos¥sin A\ p g/ _r
M (t-35)

AmpB3r

<)

5)

(3.22)

Die Momentenfunktion in (3.22) ist die eines der beiden Dipole des Double-couple. Die Ab-
strahlcharakteristiken in der z-z-Ebene sehen wie folgt aus:

Die P-Abstrahlung des Double-couple hat dieselbe Form wie die des Single-couple, sie ist aber
doppelt so stark; das Verhiltnis der maximalen Abstrahlungen von S und P betrigt nun ca. 5 (fiir
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A~ 6\/5) P-Knotenebenen sind die Ebenen =0 und z=0. Die S-Welle hat keine Knotenebenen
, sondern nur Knotenrichtungen (welche?).

Ein (infinitesimaler) Scherbruch, entweder in der Ebene z=0 mit Relativverschiebung in z-Richtung
oder in der Ebene =0 mit Relativverschiebung in z-Richtung, strahlt Wellen genauso ab wie ein
Double-couple; es gibt also (3.22). Ein Scherbruch oder Erdbeben strahlt daher in Richtung seiner
Bruchfliche und in die Ebene senkrecht dazu keine P-Wellen ab. Wenn man aus der Vorzeichen-
verteilung der P-Wellen eines Erdbebens die beiden Knotenebenen bestimmen kann, hat man die
beiden moglichen Bruchflichen gefunden. Die Bestimmung der P-Knotenebenen von Erdbeben
(Herdldsung, engl. fault-plane solution) ist ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung von
Herdvorgéngen und auch der grofirdumigen Tektonik einer Herdregion. H&ufig kann man mit
geologischen Argumenten noch eine Wahl zwischen den beiden Méglichkeiten fiir die Bruchfliche
treffen.

Die Momentenfunktion eines Erdbebens mit glattem Bruch ist mit guter Ndherung eine Sprung-
funktion mit von Null verschiedener Anstiegszeit 7' und einem Endwert My, dem Moment des
Bebens (s. Skizze). Die Fernfeldverschiebungen sind dann nach (3.22) einsinnige Impulse.

M
Y
!
0 T t
M’
0 T t

Ausbreitungseffekte in geschichteten Medien, z.B. in der Erdkruste, konnen die Impulsform noch
verdndern, insbesondere fithren aber komplizierte Bruchvorgénge zu ganz anderen Verschiebungen
als hier skizziert.

Ubung 3.6

Man leite die Double-couple-Verschiebung u, in (3.22) aus der entsprechenden Single-couple-
Verschiebung in (3.21) ab. Man verwende dazu die Zerlegung (3.20) in kartesischen Komponenten.

3.6 Reflexion und Brechung ebener Wellen an der ebenen
Trennflichen
3.6.1 Ebene Wellen mit beliebiger Ausbreitungsrichtung

In der Abschnitten 3.1 bis 3.3 hatten wir ebene Wellen betrachtet, die sich in Richtung einer
Koordinatenachse ausbreiteten. Im folgenden brauchen wir ebene Wellen mit beliebiger Ausbre-



46 KAPITEL 3. RAUMWELLEN

itungsrichtung. Sie lassen sich durch die folgenden Potentiale beschreiben:

® = Aexp |iw <t - %)1 (3.23)
= , Tk
UV = DBexp|iw (t 3 )] ETd (3.24)

Die zeitliche Variation ist also harmonisch. Diese Annahme reicht fiir viele Schlussfolgerungen
aus. A und B sind Konstanten, % und 7 konstante Einheitsvektoren, und 7 ist der Ortsvektor.
w ist die Kreisfrequenz und ¢ die imagindre Einheit. ® und die Komponenten von T befriedigen
Wellengleichungen (bitte nachrechnen):

VQq)iiaQ_(I), 2 jii@
a? ot? p? ot?

(kartesische Koordinaten)

Da nach (3.23) und (3.24) an allen Beobachtungen zu allen Zeiten Bewegung herrscht, kann man
Wellenfronten nicht als Trennfliche zwischen gestortem und ungestortem Gebiet definieren. Wir
sehen als Wellenfronten die Flichen konstanter Phase w(t — T?/C) mit ¢ = a oder ¢ = [ an.
Diese Fléchen sind also definiert durch

4 TE)
dt c o

Sie stehen senkrecht auf dem Vektor ?, der also die Ausbreitungsric)htung angibt, und verschieben
sich parallel zu sich mit der Phasengeschwindigkeit c. Der Vektor k , multipliziert mit der Wellen-
zahl w/a bzw. w/(, heifit Wellenzahlvektor.

Die Polarisationsrichtung des Kompressionsanteils

iw (t - T%)] % (3.25)

ist longitudinal (parallel zu ?), die des Scheranteils

iw (t - %)] T x W (3.26)

(rot(f - W) = f-rot W — T x grad f) ist transversal (senkrecht zu ?) Aus (3.26) ersieht
man, dass man bei @), ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, noch die Nebenbedingungen der
Orthogonalitit von % und 7 einfiihren kann (Zerlegung von 7 in Komponenten parallel und
senkrecht zu ?)

grad ® = f%A exp

rot ¥ = —%B exp

3.6.2 Grundgleichungen

Wir betrachten eine Kombination von zwei Halbrdumen, die durch eine Ebene getrennt sind. Die
Kombination ist beliebig (fest-fest, fest-Vakuum, fliissig-fliissig, ...). Wir arbeiten mit kartesischen
Koordinaten wie in der Skizze angegeben.

Halbraum 1

‘ aliBliQ Jl!H_

z=0 3
0,53, % b
7 Halbraum 2
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Die y-Achse zeigt aus dem Blatt heraus. Der Verschiebungsvektor sei

ﬂ) = (U, v, w),

und seine Komponenten seien unabhdngig von y, d.h. wir behandeln ein ebenes Problem, bei dem
in allen Ebenen parallel zur z-z-Ebene dieselben Verhéltnisse herrschen. Die einfachste Art und
Weise, elastische Wellen unter dieser Voraussetzung zu untersuchen, besteht darin, v und w aus
Potentialen abzuleiten, v dagegen nicht. Schreibt man namlich

w :grad@+rot@>

komponentenweise,

0P 0V,

4 = -—_2-2

ox 0z

. ovy 0¥y

0z ox

. _ 0% 0w

0z 0z

so sieht man, dass man fiir v zwei Potentiale 1 und W3 braucht, die iiberdies in v und w nicht
vorkommen. Bei v arbeitet man daher viel besser direkt mit der Bewegungsgleichung (2.21) ohne
Volumenkrifte, die in diesem Fall zu einer Wellengleichung wird:

1 0%
2,
VU= e
Unsere Grundgleichungen lauten also, wenn wir W statt Wo schreiben:

1 0°®

Ve = ———

a2 ot?

1 0%°0

VU = ———

52 Ot2

1 0%

2 _

0? 0?
vV = —— 4=
Ox? + 022

.- gy

(3.28)
- g

Die Randbedingungen in der Trennfliche z=0 zwischen den Halbriumen fordern Stetigkeit der
Spannungskomponenten :

0 0
P = MivT + 2022 = \V20 + 2152
0z 0z
B ow n ou
Pew = 1 or 0z
— av .
Pzy = Hg, -
2 2 2
b = AR+ )

_ o)
Dey = Wy
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Welche der Verschiebungskomponenten stetig ist, héingt von der speziellen Halbraumkombination
ab.

Da auch iiber die Randbedingungen keine Verkniipfung von v mit ® und ¥ und damit mit u
und w erfolgt, stellen wir fest, dass sich S-Wellen, deren Verschiebung nur horizontal ist (in y-
Richtung: SH-Wellen), unabhiingig ausbreiten von den aus ® folgenden P-Wellen und den aus ¥
folgenden S-Wellen, deren Verschiebung auch eine Vertikalkomponente hat (in z-Richtung: SV-
Wellen). Insbesondere treten an Trennflichen beim Einfallen einer SH-Welle nur reflektierte und
gebrochene SH-Wellen auf, nicht aber P- oder SV-Wellen. Wenn anderseits eine P- (SV-) Welle
auf eine Trennfléiche einfiillt, so entstehen zwar reflektierte und gebrochene SV- (P-) Wellen, aber
keine SH-Wellen. Diese Aussagen gelten so allgemein nur fiir den Fall einer Trennfliche zwischen
zwei festen Halbrdumen. In Fliissigkeiten breiten sich weder SH- noch SV-Wellen aus, im Vakuum
und in einen starren Halbraum gibt es iiberhaupt keine Wellen. Entsprechend vereinfachen sich
die Verhéltnisse, wenn solche Halbrdume beteiligt sind.

Die Entkopplung von P-SV-und SH-Wellen gilt bei ebenen Problemen nicht nur im einfachen Fall
einer Ternnfliche z=const zwischen 2 homogenen Halbriumen, sondern auch im komplizierten
Fall eines inhomogenen Mediums, solange dessen Dichte, Wellengeschwindigkeiten und Moduln
nur Funktionen von z und z sind. Eine Folge der Entkopplung ist, dass wir im folgenden die
Reflexion und Brechung fiir P- bzw. SV-Wellen und fiir SH-Wellen ganz getrennt behandeln
konnen. Weiterhin zerlegen wir eine beliebig polarisierte S-Welle vor der Reflexion in ihren SV-
und SH-Anteil und untersuchen die Reflexion fiir beide Anteile getrennt.

Ig jedem Fall machen wir fiir die einfallende ebene Welle cge Annahme, dass ihr Potential ¢ oder
¥ die Form (3.23) oder (3.24) hat (im zweiten Fall hat ¥ nur die y-Komponente ¥), bzw. im
Falle einer SH-Welle, dass v durch ein Gesetz der Form (3.23) mit § statt a beschrieben wird.

Der Einfallswinkel ¢ geht in den Richtungsvektor ¥ ein:

Wellenfront
o
//// ¢
z=0 = X
z
T = (sing, 0, cos ) (3.30)

Fiir die reflektierten Wellen werden entsp_r)echende Ansétze gemacht mit anderen Amplituden A
bzw. B und anderen Richtungsvektoren k. Die Beziehung zwischen diesen neuen Richtungsvek-
toren und (3.30) geht, wie sich zeigen wird, iiber das Snelliussche Gesetz. Die Verhiltnisse der
Verschiebungsamplituden der reflektierten bzw. gebrochenen Wellen und der einfallenden Welle
heiflen Reflexions- bzw. Brechungskoeffizienten und héngen vom Einfallswinkel und von den
Eigenschaften der Halbraume ab. R,,, Rys, Bpp, Bps, Rss, Rsp, Bss, Bsp sollen die Koeffizienten
fir P-SV-Wellen sein, g5 und bss diejenigen fiir SH-Wellen. Der erste Buchstabe der Indizierung
bezeichnet den Typ der einfallenden, der zweite den reflektierten bzw. gebrochene Wellentyp.

Wir diskutieren im folgenden nur relativ einfache Félle, an denen man jedoch wesentliche Erschei-
nungen studieren kann.
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3.6.3 Reflexion und Brechung von SH-Wellen

Reflexions- und Brechungskoeffizienten

Die Verschiebung vp in y-Richtung der einfallenden SH-Welle lautet:

vg = Cp exp [iw (t — Si;;px — C(;;pz)] (3.31)
o v,
o] o
QB

70 LB X

0, o

v,
Z

Ansitze fiir die reflektierte und die gebrochene SH-Welle als ebene Wellen mit dem Reflexion-
swinkel ¢ bzw. dem Brechungswinkel po und mit derselben Frequenz wie die einfallende Welle:

Reflexion: v = Cjexp {z’w (t L ML 2 z>] (3.32)
B B

Brechung: wvy = Chexp {z’w (t L LYk & z>] (3.33)
P2 Ba

Wir suchen die Winkel ¢7 und 2 und den Reflexionskoeffizienten rs; = C1/Cp und den Berech-
nungskoeffizienten bss = Cy/Cp.

Die Randbedingungen fordern fiir z = 0 Stetigkeit der Verschiebungen (das ist eine verniinftige
Annahme) und der Normal- und Tangentialspannungen. Das ergibt:

Vg +vV1 = Uy .
v fir z=0 3.34
mZ(vo+uv) = p2%2 } (3:34)

Die Spannungskomponenten p,. und p., verschwinden iiberall, da keine P- und/oder SV-Wellen
auftreten.

Man setzt (3.31), (3.32) und (3.33) in (3.34) ein und erhilt aus der ersten Randbedingungen:

Co exp [iw <t _ Szlwx)] + Ciexp [iw <t — Slzizﬂ = Cyexp {z’w (t — Slzﬂx)] (3.35)
1 1 2

Wir wollten Losungen v; und ve des Problems finden, deren Amplituden C; und Cjy ortsun-
abhéngig sind, denn nur dann kénnen wir sicher sein, dass v; und vy Losungen der zugehorigen
Wellegleichungen sind. C7 und Cs werden aber nur ortsunabhéngig, wenn in (3.35)

sing  sine;  sineg
= = 3.36
B B B2 (3.36)
ist, denn nur dann kiirzt sich der Exponentialfaktor heraus. (3.36) ist das bekannte Snelliussche
Gesetz und besagt, dass der Reflexionswinkel ¢; gleich dem Einfallswinkel ¢ ist und fiir den
Brechungswinkel @9

sings _ 2
sing B
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gilt. Damit erhalten wir aus (3.35)
Cy — Cy = (. (3.37)

Die zweite Randbedingung in (3.34) liefert:

. cos cos . cos
1w < s000 + 1 Cl) = —giw 2 Cy

B1 B1 B2

Mit @1 = ¢ und p11,2/01,2 = p1,251,2 erhalten wir hieraus

p151 cos p(C1 — Cp) = —p2f32 cos p2Co
oder
p232 cos o2
p11cos ¢
Aus (3.37) und (3.38) folgen schlieilich Reflexions- und Brechungskoeffizient:

Cy+Cy = Co. (3.38)

o 131 cos @ — paBa COS Yo
Tss = = = (3.39)
Co P11 cos @ + p2 B2 cos o
C: 2
bss == =2 = plﬂl aiid 4 (340)
Co P11 cos @ + p2 B2 cos o
Aus (3.36) erhiilt man hierzu:
A 32 2
COS (pg = (1 — sin? @2)5 = (1 — ﬂ—g sin® <p) (3,41)
1

Fiir senkrechten Einfall (¢ = 0) gilt

2p1 51

_ PP — p2fe
P11+ p2f2

= und bgs =
P11 + p2/32

In diesem Fall hidngen 75 und bss nur von den Impedanzen p1(31 und p2(2 der beiden Halbraume
ab. Bei streifendem Einfall (¢ = 7/2) ist 754 = —1 und bss = 0. Die Amplitude der reflektierten
Welle ist dem Betrag nach nie grofler als die der einfallenden Welle, die der gebrochenen Welle
kann grofer sein, wenn p2 2 < p101 ist (z.B. fiir ¢ = 0).

Wenn s negativ ist, so bedeutet dies, dass in einem Punkt der Trennfliche der Verschiebungsvek-
tor der reflektierten Welle dann in —y-Richtung zeigt, wenn der Verschiebungsvektor der einfal-
lenden Welle in +y-Richtung zeigt. Auf de Fall impulsartiger Anregung (siehe weiter unter)
iibertragen, bedeutet dies, dass die Richtungen des Erstausschlags der einfalleden und der reflek-
tierten Welle entgegengesetzt sind.

Das folgende Bild (aus W. Schott: Die Reflektivitétsmethode fiir SH-Wellen in Theorie und Anwen-
dung, Diplomarbeit, Universitit Karlsruhe, 1979) zeigt |rys| als Funktionen von ¢ fiir verschiedene
Geschwindigkeitsverhéltnisse 51 /02 > 1 und p; = pa:

not found!
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Totalreflexion

Wenn 2 < ;1 ist wie im obigen Bild, so ist cos g fiir alle Einfallswinkel ¢ reell. Dasselbe gilt
auch fiir rgs und bgs. Totalreflezion, also |rss| = 1, gilt es dann nur fiir streifenden Einfall.

Ist B2 > 31, so ist cos o nur reell, solange

. . P

< = arcsin —-

< 3

ist. ©* heifit kritischer Winkel (oder Grenzwinkel der Totalreflexion). Nach (3.41) ist ¢ = ¢* mit
streifendem Verlauf der Normalenrichtung der Welle im zweiten Halbraum verbunden (g2 = 7/2).

Wird ¢ > ", so ist es cos o imaginir, und zwar genauer negativ imaginar fiir positives w und
positiv imaginér fiir negatives w, denn nur dann wéchst vy fiir 2 — 400 nicht iiberall Grenzen. r,
und by, werden komplex. Selbstverstédndlich 16sen v; und vy dann immer noch die Wellengleichun-
gen und befriedigen die Randbedingungen, auch wenn wir beim Aufstellen der Ansiitze (3.32) und
(3.33) nicht von vornherein mit diesem Fall gerechnet haben. Der Reflexionskoeffizient lisst sich
dann schreiben:

Tss = Z:Z = exp (721' arctan g)
a = pificosy (3.42)
ﬁz 2 % w
b = —p2fs (ﬁ—% sin” ¢ — 1) o1

Er hat den Betrag 1 und eine vom Einfallswinkel abhéangige Phase. Ihr Vorzeichen dndert sich mit
dem Vorzeichen der Frequenz. Der Verlauf von |rgs| ist nachstehend fiir einige Fille dargestellt
(Bild aus Diplomarbeit W. Schott):

not found!

Die gebrochene Welle lduft fiir ¢ > ¢* parallel zur Trennfliche mit der Geschwindigkeit 81/ sin .
Thre Amplitude wird nicht nur durch bss bestimmt, sondern auch durch den von z abhingigen
Exponentialterm: sie nimmt mit wachsendem Abstand z von der Trennfliche exponentiell ab
(inhomogene oder quergedimpfte Welle, Grenzschichtwelle). Es ergibt sich (bitte nachrechnen):

2 3 .
v9 = bssCp exp ,M (6—3 sin? o — 1> z| exp [iw <t — Sm@:c)]
B2 \ B B1

Die Behandlung der Reflexion ebener P-Wellen an der Trennfliche zwischen zwei Flissigkeiten
filhrt zu ganz dhnlichen Resultaten wie im gerade diskutierten Fall (vgl. Ubung 3.9). Liegt die
Trennflédche zwischen zwei festen Halbrdumen, so wird der Rechenaufwand erheblich grofler, weil
nun auch reflektierte und gebrochene Wellen vom SV-Typ mit einbezogen werden miissen; wir
verzichten daher auf Einzelheiten. Der Betrag des Reflexionskoeffizienten Ry, sieht qualitativ wie
in den beiden folgenden Skizzen aus:

Andere Fille
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| Ro | | Re |
___________________ i T T T T T T T T T T T T T T A
:, al | : o
B2<0;<O2 | ising0= = a1 <B2< 2/, | isin¢ = =
| | az | | | |32
| | | | |
| I | | I
| | | | |
| I | | I
| | | | |
| I | | I
0 | | O | | :
1 1 1 1
0 o0 w2 ¢ 0 o0 o 12 ¢

Fiir ¢ = 0ist: Rpp = %ﬁ—gi (vgl. auch Ubung 3.9).

Das |R,p| fur ¢* < ¢ < 7/2 kleiner als 1 ist, liegt erstens an der reflektierten SV-Welle, in
der ebenfalls Energie transportiert wird. Zweitens lduft im links skizzierten Fall fiir alle ¢ und
im rechts skizzierten Fall fiir ¢ < ¢** eine SV-Welle in den zweiten Halbraum. Dieser zweite
Energieverlust ist bei oy < B2 < g jenseits des zweiten kritischen Winkels

ok .. * .
@™ = arcsin — > " = arcsin —

B2 a2
nicht mehr moglich, und es gibt dort Totalreflexion. Die reflektierte Energie wird zu einem
geringen Teil auch dann noch in der SV-Welle transportiert. Einige numerische Resultate fiir
Reflexions- und Brechungskoeffizienten im P-SV-Fall sind nachstehend wiedergegeben (Modell der
Kruste-Mantel-Grenze: a; = 6.5km/sec, 31 = 3.6km/sec, p1 = 2.8g/cm?, ay = 8.2km/sec, B2 =
4.5km/sec, ps = 3.3g/cm?):

not found!

Ubergang zur Impulsanregung

Der Ubergang vom harmonisch eingeschwungenen Zustand, den wir bisher behandelt haben, zum
Impulsfall kann mit Hilfe der Fouriertransformation bewerkstelligt werden (s. Anhang A, Ab-
schnitt A.1.7). Wir lassen anstelle von (3.31) die SH-Welle

sin Ccos
vo=F|1— T — z
! ( pr fr )
auf die Trennfliche einfallen und zerlegen F(¢) mit Hilfe des Fourierintegrals in Partialschwingun-
gen:

e
F(t) = o F(w)e™ dw
JR— +Oo .
Flw) = / F(t)e ™tdt Fouriertransformierte von F(t)
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Dann untersuchen wir wie oben Reflexion und Brechung der Partialwellen

1 .
dvg = Q—F(w)exp [iw (t— s1n90x B cos@z)} dw
us

b1 B
und superponieren anschliefend z.B. die reflektierten Partialwellen zur reflektierten SH-Welle
1 [t Fw) [ (t sin ¢ 4 o8¢ )] d (3.43)
v = — resF(w)exp |iw |t — x z w .
o) P By By

Solange der Reflexionskoeffizient rys frequenzunabhiingig ist (das ist der Fall fiir 52 < 5y oder fiir
© < p* bei By > (1), kann man ihn vor das Integral ziehen und erhélt

sin ¢ cos
V] =1 [t — T+ z ).
oo < B B >

Der reflektierte Impuls hat in diesem Fall die Form des einfallenden. Das Amplitudenverhiltnis
der beiden Impulse ist gleich dem Reflexionskoeffizienten.

Fiir ¢ > ¢* bei 2 > [ ist rss jedoch nach (3.42) von w abhiéingig, und man muss anders vorgehen.
Wir zerlegen rgs in Real- und Imaginérteil:

w
ss  — R 1 e
r (0) +il(p) ®
a2 o b2
Re) = i
2ab .

Dann gilt fiir die Reflexion nach (3.43)

0w -
v1 = R(p)F(1) + I(p) ! / — F(w)e™ dw (3.44)

2 ) ol

mit der Abkiirzung
sin ¢ cos

B1 v B1 =

Die Funktion, mit der I(y) in (3.44) multipliziert ist, hat als Fouriertransformierte den Aus-
druck (iw/ |w|)- F(w). Dies entspricht einem besonders einfachen Filtervorgang der Funktion F(7)
(vgl. die allgemeinen Bemerkungen iiber Filter in Abschnitt A.3.4 von Anhang A): jede in F(7)
vertretene Frequenz w behélt ihre Amplitude bei, aber ihre Phase wird verédndert, und zwar um
+90° fiir w > 0 und um —90° fiir w < 0. Im Anhang B.1 wird gezeigt, dass diese Filterung eine
Hilberttransformation von F(7) bedeutet. Die Funktion, mit der I(y) in (3.44) multipliziert ist,
ist daher die Hilberttransformierte Fy(7) von F(7):

T=1—

Fu(r) = %p/—i_m F) 4 — %/m In|t| F'(r — t)dt (3.45)

— 00 — 00

Das P bedeutet Hauptwertintegration (Aussparung der Singularitit ¢ = 7), und die zweite Form
von Fp(7) folgt aus der ersten durch partielle Integration. Damit lautet die Reflexion

vr = R(p)F(7) + 1(p) Fra (7). (3.46)

Wegen des zweiten Terms in (3.46) ist die Form der Reflexion anders als die einfallenden Welle.

Das folgende Bild zeigt numerische Resultaten fiir die Reflexion von SH-Wellen und Einfallswinkel
¢ von 0 bis 90°:
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not found!

Fiir unterkritische Einfallswinkel ¢ < ¢* = 48° hat die Reflexion die Form der einfallenden
Welle und sowohl negatives als auch positives Vorzeichen. Jenseits des kritischen Winkels im
Bereich der Totalreflexion treten Impulsverformungen auf, bis bei ¢ = 90° wieder die einfallende
Welle erscheint, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen (entsprechend dem Reflexionskoeffizien-
ten rgs = —1). Die Phasenverschiebung von 74, bei ¢ = 55° liegt am nichsten bei £90° mit
der Konsequenz R(p) ~ 0. Der Reflexionsimpuls fiir diesen Einfallswinkel ist also annihernd die
Hilberttransformierte F(7) von F(7) (die exakte Hilberttransformierte ist ein zu seinem Mini-
mum symmetrischer Impuls).

Ubung 3.7:

Welche Vorzeichen hat der Reflexionskoeffizient r4s in den Bildern auf S.50 und S.51 dort, wo er
reel ist?

Ubung 3.8:

Man bestimme de Einfallswinkel, fiir den 7, verschwindet (Brewster- Winkel), und gebe die Be-
dingungen an, unter denen dies tatsichlich eintritt (vgl. ¢ ~ 40° im Bild auf S.54).

Ubung 3.9

Man berechne die Reflexions- und Brechungskoeffizienten fiir eine ebene Trennfléiche zwischen zwei
Fliissigkeiten, wenn eine ebene harmonische Longitudinalwelle unter dem Einfallswinkel ¢ einféllt.
Man gebe qualitativ den Verlauf der Koeffizienten bei p; = po fiir oy < ag und a; > as an.
Hinweis: Man benutze Ansitze fiir die Verschiebungspotentiale von der Form (3.31) bis (3.33)
und driicke die Randbedingungen durch die Potentiale aus, wie in Abschnitt 3.6.2 erldutert.

3.6.4 Reflexion von P-Wellen an einer freien Oberfliche

Reflexionskoeffizienten

Die Untersuchung der Reflexion von P-Wellen an einer freien Oberflache ist von praktischer Be-
deutung fiir die Seismologie. Die P-Wellen von Erdbeben und Explosionen laufen durch die Erde
und treffen von unten an der Registrierstation ein. Die Horizontal- und die Vertikalverschiebung
dort sind andere als bei Abwesenheit der freien Oberfliche. Weiterhin tauchen die in die Erde
zuriick reflektierten P- und SV-Wellen in anderen Entfernungen vom Herd auf und zwar oft mit
starken Amplituden. Es ist daher von Nutzen, wenn man die Reflexionskoeffizienten der Erdober-
fliche kennt. Freilich vernachléssigt unser Modell die Schichtung der Erdkruste und ist daher nur
eine erste Naherung an die Wirklichkeit.

Auf Grund der Bemerkung am Ende von Abschnitt 3.6.2 machen wir folgende Ansétze fiir die
Potentiale:

Einfallende P — Welle :
y = Apexp [iw <t L. wz)} (3.47)

o o
Reflektierte P — Welle :
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®; = Ajexp [iw (t _ e i %z)] (3.48)
o o
Reflektierte SV — Welle :
: ! !
U, = DBjexp {iw (t _ o (plx + co8 o1 z)] (3.49)
B B
P SV P
OH
0] b,
a:B:p
z=0
X
Z

Die Randbedingungen fordern fiir z = 0 verschwindende Normal- und Tangentialspannungen:
D2z = P2z = 0. Fiir die Verschiebungen gibt es keine Randbedingungen. Mit (3.29) erhalten wir
(P =g+ Py, ¥=0T;=y—Komponente von E})

1 92 2u [ 02 0*w
oE ot P+ |GE @) aTn] = 0 220 (3:50)
D> o SO
26308,2 (@0 + 1) + 022 922 0 2=0 (3:51)

Wie im vorhergehenden Abschnitt ergibt sich aus den Randbedingungen das Snelliussche Gesetz:

sinp _ sing; _ sin ] (3.52)
« « I6] '

Hieraus folgt @1 = ¢, ¢} = arcsin (g - sin gp) < .

Mit (3.47), (3.48), (3.49) und

1 p3? 5

:)\+2u—2,u:pa2—2pﬁ2 a2 —-2p32

. 2 . .
(Ao + 4y) (% cos<p) + B (—% sintp’l) (% cos<p'1)‘| =0

20232 cos? sin ¢} cos ¢
A0+A1 + m |:(A0+A1)7 Bl#} =0

lad
A
erhélt man aus (3.50):

232

1 SN2
] (AQ +A1) (zw) + m

Damit:

Mit
23 a2 <a2

= 2 e s 2
1+a2_2ﬁ2cosgp o o \ 2 1+ cos <p>
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232 o? . 9
= 2 op \gp Y

52 o? .2
= m ?—28111 o)
7—2511&27

v—2

(7 = g—z > 2) erhélt man

— 924i 2 2 si ! /
v 51; ? (Aot Ay) vsmsol;owlBl:O
Y- Y-
und hieraus 4 B
(y — 2sin? @)A—; — 2sinp(y — sin® p)? A_; =2sin® p — 7. (3.53)

Aus (3.51) folgt

. . . . . 2 . 2
24 (—% singo) (—% cos<p) +24, (—% sin<p) (% cos<p)+31 (—% sintp’l) —B (% cos<p'1) =0

oder
2sin p cos ¢
2

2 2,/
Sin — COS
(Ag — Ay) + 224 o 21B) =0,

a
Mit (3.52) ergibt sich

By

A
2 sin  cos @A—; +(v- 2 sin? ) 1 2 sin @ cos @. (3.54)

Aus (3.53) und (3.54) folgen die Amplitudenverhéltnisse

=

— (’y — 2sin? (p)2

A 4 sin? ¢ cos ¢ (7 — sin? go)

; (3.55)
AO 481I1280COSSQ(,}/78111280)é +(772Sin290)2

und
B _ 4sin pcos ¢ (7 —12 sin” <P) . (3.56)
Ao 4sin? peosy (v —sin® @) * + (v — 2sin® )

Um aus diesen Verhéltnissen von Potentialamplituden solche von Verschiebungsamplituden zu
bekommen (so waren die Koeffizienten R, und R, in 3.6.2 definiert), machen wir von (3.25) und
(3.26) Gebrauch. Die Verschiebungsamplitude der einfallenden P-Welle ist hiernach —%AO, die
der reflektierten P-Welle —%"Al. Wir erhalten in diesem Fall also den PP-Reflexionskoffizienten

Ay

Ryp = Ao

(3.57)

(siehe (3.55)).

Die Verschiebungsamplitude der reflektierten SV-Welle ist nach (3.26) gleich — lg B;. Damit wird
der PS-Reflexionskoffizient B
« Dy

(siehe (3.56)).

Ry, und Rps sind fiir alle Einfallswinkel ¢ reel und frequenzunabhingig. Rps ist immer positiv.

Fiir ¢ = 0 und ¢ = § wird Ry, = —1 und R,s = 0, d.h. es wird nur eine P-Welle reflektiert.
Einige Resultate fiir Ry, und R, sind nachstehend wiedergegeben:
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not found!

Was negative Vorzeichen der Reflexionskoeffizient hier bedeutet, siecht man, wenn man die Ver-
schiebungsvektor der einfallenden und reflektierten Wellen mit (3.25) und (3.26) darstellt:

Wy = grad®y= fEAO exp {iw (t il M >] ?0
« «

W, = grad®, = —EAORPP exp [iw (t — ﬂ COS‘P )] )
« a

T, = rot VU= —%AORPS exp [iw (t - Slr}fl + 5 ('01 )] ?/1 X T

K, xn
S
P & ) P
Ko !
b1 Ky

X

n = Einheitsvector in
y-Richtung

Wenn also Rp,<o ist, so heifit das: Zeigt in einem Punkt der Trennfléiche z = 0 die Verschiebung
der einfallende Welle etwa in die Richtung von 3 0, so zeigt die der reflektierten P-Welle in die
Richtung von — % 1. Wire auch RpS < 0, so ginge im selben Fall die Verschiebung der reflektierten

SV-Welle in die Richtung von — %) 1 X T

Diese Zusammenhénge werden noch anschaulicher, wenn wir vom harmonischen Fall zum Impuls-
fall iibergehen (vgl. S.52). Da beim vorliegenden Problem die Reflexionskoeffizienten frequen-
zunabhéngig sind, haben die reflektierten Wellen immer dieselbe Impulsform wie die einfallende
Welle:

Ty = F(t— sing Coj‘p )E’O (3.59)
@ - R, F( s1n<,0 co;@z) i (3.60)
W, = R, F ( sin ‘pl Cosﬁ‘p/l z> Tox (3.61)
©; = arcs1n< smgp)
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Wenn dann der Erstausschlag der einfallenden P-Welle auf die Trennfliche z = 0 zu gerichtet
ist, ist es bei der reflektierten SV-Welle genauso und ebenso bei der reflektierten P-Welle, falls
Ry, < 0 ist. Andernfalls zeigt der Erstausschlag der reflektierten P-Welle von der Trennfliche
weg. In der Skizze ist R,, < 0 angenommen:

P

s

Wellen- -
fronten T,

Verschiebungen der Oberfliche

Abschlieend berechnen wir noch die resultierenden Verschiebungen in der freien Oberfléche, in
der sich die drei Wellen (3.59), (3.60) iiberlagern (z=0).

Horizontalverschiebung (positiv in z-Richtung):

u = [(14 Ryp)sing + Ryscospi] F (t — sm(px)

B 7sin<p$
u = fu(cp)F<t o )

«

1

4~y siny cos ('y — sin? <p) E

fu(cp) -

4sin” p cos ¢ ('y — sin? gp)% + (fy — 2sin? 30)2

Vertikalverschiebung (positiv in z-Richtung):

w

(%

[(1 = Rpp)cosp + Ryssing]| F (t - Sm(px)

- 7singpz
w = fw(gp)F<t o >

2y cos ('y — 2sin? gp)

fw(@) =

4sin? p cos g (fy — sin? @)% + ('y — 2sin? <p)2

(3.62)

(3.63)

Die Verstirkungsfaktoren (oder Ubertragungsfunktionen der Oberfliiche) f, () und f., () sind in
der Skizze fiir den Fall v = 3 wiedergegeben:

not found!
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Lings der Oberfléiche lduft also eine linear polarisierte Welle mit der Scheingeschwindigkeit o/ sin (.
Der Polarisationswinkel

1
u 2sin g (’y—sin2 go)z
€ = arctan — = arctan —
w v —2sin” ¢

W,
V4

ist nicht gleich dem Einfallswinkel ¢; € heifit auch scheinbarer Einfallswinkel. Der Zusammenhang
zwischen € und ¢ qualitativ wie folgt aus:

€
e=¢ -
T[ Ve
20 o ad
L ie(0)
7 :
Ve |
/7 |
/ 1
/ 1
/ I
7/ I
% |
4 I
7 I
L
0 2

Einfallende SV -Welle

Wenn anstelle der bisher betrachteten P-Welle eine SV -Welle auf eine freie Oberfliche einfillt, so
wird fiir Einfallswinkel ¢ > ¢* = arcsing keine P-Welle mehr reflektiert, sondern nur noch eine
SV-Welle (|Rss| = 1). Das folgte aus Untersuchungen, die zu unseren fiir eine einfallende P-Welle
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vollig analog sind. Fiir ¢ < ¢* ist die Verschiebung der freien Oberflache linear polarisiert, fiir
p > ¢* aber elliptisch. Diese Eigenschaften beobachtet man tatséchlich: SV -Wellen von Erdbeben
sind fiir Herdentfernungen kleiner als etwa 40 elliptisch polarisiert, fiir grofiere Entfernungen
dagegen linear.

3.6.5 Reflexions- und Brechungskoeffizienten von geschichteten Medien

Matrizenformalismus

In den letzten beiden Abschnitten untersuchten wir die Reflexion und Brechung ebener Wellen

an einer Trennfliche. Im wesentlichen hingen die Reflexions- und Brechungskoeffizienten in
diesen Féllen von den Eigenschaften der Halbrdume beiderseits der Trennfliche und vom FEin-
fallswinkel ab. Nur wenn kritische Einfallswinkel iiberschritten werden, tritt eine schwache Fre-
quenzabhéngigkeit auf: das Vorzeichen der Phase der dann komplexen Koeffizienten wird vom
Vorzeichen der Frequenz der einfallenden Welle bestimmt (vgl. Abschnitt 3.6.3). Die Frequen-
zabhéingigkeit wird viel ausgeprigter, wenn wir zur Reflexion und Brechung ebener Wellen an
(planparallel) geschichteten Medien iibergehen, wobei also mindestens zwei Trennfléichen auftreten.
Dann gibt es ganz allgemein Interferenzerscheinungen und fiir spezielle Frequenzen (oder Wellenléngen)
konstruktive oder destruktive Interferenz.

Wir wollen hier die Reflexion und Brechung von P-Wellen an einem Paket aus fliissigen Schichten
zwischen zwei fliissigen Halbrdumen untersuchen. Das entsprechende Problem fiir SH-Wellen
in festen Medien ist sehr &hnlich zu lésen (wie iiberhaupt die Analogie zwischen P-Wellen in
geschichteten fliissigen und SH-Wellen in geschichteten festen Medien sehr weitgehend ist). Die
Behandlung von P-SV-Wellen in festen Medien (eventuell mit fliissigen Schichten dazwischen)
ist vom Prinzip her genau dieselbe, die Ableitung wird aber viel komplizierter. Bei all diesen
Probleme benutzt man einen Matrizenformalismus, der fiir den Gebrauch von Rechenmaschinen
besonders giinstig ist.

Wir wihlen die Bezeichnung des fliissigen geschichteten Mediums wie in der folgenden Skizze.
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einfallende Welle

) )
Z2,=0 ’ 91,1 X
Z d, 0P
ds 03,03
I
Z
d
J aj,pj
I
I
I
Zﬂ amﬂn
V4

Das Verschiebungspotential ®; in der j-ten Schicht (j = 1,2,...,n) gehorcht der Wellengleichung

0*®; N ’e; 109,

a2 922 o? Ot
Losungen dieser Gleichung, die sich als zeitlich harmonische ebene Wellen interpretieren lassen,
haben die Form

exp [i (wt £+ kjx £1;2)].
Dabei ist kf + ZJQ» = w/a? - k; heifit horizontale, l; vertikale Wellenzahl. Beide sollen nie negativ
werden, [; kann aber imaginér sein (siehe weiter unten). Dann kénnen wir das Vorzeichen “+”
von k;x auler Betracht lassen, da es Wellen entspricht, die in -z-Richtung laufen. Das kann bei
unserer Wahl der einfallenden Welle nicht vorkommen. Die beiden Vorzeichen von [;z miissen
wir aber beibehalten, da in allen Schichten (aufier der n-ten) Wellen sowohl in +z- als auch in
-z-Richtung laufen. Wir kommen so zu dem Potentialansatz:

®; = Ajexpli(wt —kjz—1j(z — 2))] + Bjexp [i (wt — Kz + (2 — 2;))] (3.64)
2

— =0, K4+E=k+12=% 3.65

z1 zg =0, TG =k o (3.65)

B, = 0 (3.66)

Wir haben in (3.64) vorerst noch angenommen, dass die Wellenzahlen der in +z-und -z-Richtung
laufenden Wellen verschieden sind. Weiterhin haben wir z durch z — z; ersetzt. Das &ndert nichts
an der Deutung der Terme, vereinfacht aber die Rechnung.

Der Anteil A; exp [i (wt — k1x — [12)] von @1 wollen wir als einfallende P-Welle interpretieren (vgl.
z.B. (3.47)). Das bedeutet, dass k; und Iy wie folgt mit dem Einfallswinkel ¢ verkniipft sind:
kh = a% sin ¢
(3.67)
T = o% cos ¢

Der Anteil B; exp [z (wt — K+ l;z)] von ®; ist die an dem geschichteten Halbraum z > 0 reflek-
tierte Welle. Was wir berechnen wollen, sind der Reflexionskoffizient Iz, und der Brechungskoef-
fizient By, (wieder definiert als Verhéltnis von Verschiebungsamplituden):

Rpp = %
(3.68)
Bpp = 3_711 : Q_Y
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Die Randbedingungen in den Trennflichen z = z9,23,..., 2, fordern Stetigkeit der Vertikalver-
schiebung 9®/9z und der Normalspannung p,. = AV2® = pd?®/dt?. Fiir z = z; ist also
9%, 9%,
Oz - 0z
und
2°%; %D,
PigE = Pi-1 g

Aus der ersten Beziehung folgt (wir lassen den Phasenterm e™? im folgenden immer weg, da er
sich herauskiirzt):

—ljAjexp [—ikjz] + IBjexp [—ikjz] = —l;_1Aj yexpli(—kj_12 —1j_1d;_1)]
+ l;-lej,l exp [z (—k}flqul;-fldj,l)]
Aus der zweiten Beziehung folgt:
pjAjexp [—ikjx] + pjBjexp [—ikjz] = pj1Aj1expli(—kj1x—1l_1d;j_1)]
+ pj—1Bj_i1exp [z (—k}flx—l;;ldj,l)}

Beide Gleichungen gelten fiir j = 2,3,...,n, und es ist d;_1 = z; — zj_1 (d1 = 0). Wie schon
frither miissen wir fordern, dass die von z abhéngigen Exponentialterme sich herauskiirzen. Das
ergibt kj =k} = kj_1 = k_,. Hieraus folgt (mit (3.67)):

K=k =k =kp1=...=kK =k = —sing
aq

Das ist eine andere Form des Snelliusschen Gesetzes. Mit (3.65) folgt hieraus noch

w? : w o2 :
2 . 2
l;. =1; = <a_§ — k:1> = a_j (1 — oz_]% sin (p) ) (3.69)

Ist sing > aq/aj, so ist [; imagindr und zwar negativ imagindr, denn nur dann wichst im Falle
j = n die Amplitude des Potentials nicht iiber alle Grenzen fiir z — oco. Damit erhidlt man
folgendes Gleichungssystem, das A; und B; mit A;_; und B;j_; verkniipft:

Aj—Bj = ljl;l [Ajogem bt — By yetimrdi]
J
A+ B, = Pj—1 A;_je~tli-1di-1 4 B eili-idi
J J 0 J J
J

In Matrizenschreibweise ergibt sich (bitte nachpriifen):

Aj e bt [l appFlpimr (Sl i)t
B 2L5p; ~lj—1pj+lpj—1 (imips +Lipj—1)e?ti-rdin

Aj—l
3.70
( Bj_1 ) (3.70)
| A
m; - < ! >
m; =Schichtmatriz

Wiederholte Anwendung von (3.70) ergibt

A, Ay
B, = My, My, _q-... M3 Ny B,

_ My Mo Ay
Moy Moo By )

I
S
A~
S
~—
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Das Produkt M der Schichtmatrizen m,, bis m, kann auf Rechenmaschinen einfach und schnell
berechnet werden. Man gibt zunéchst die Kreisfrequenz w und den Einfallswinkel ¢ vor, berechnet
mit (3.69) die I; und multipliziert dann die Matrizen. Damit hat man die Elemente von M. Aus

A, = M1 Ay + MiaBy und By, = M1 Ay + Mo By

folgt mit (3.66)
B1 M21 An M12M21
I Y [ VA e e
Ay Moo o Ay H Moo

Der Reflexionskoeffizient R, und der Brechungskoeffizient Bpp des geschichteten Mediums lauten
also nach (3.68)

Moy o Mo Moy
R,,=———und B,, = — [ M;; - ———— 3.71
pp Moy und LSpp o ( 11 Moy ) ( )
Zwei homogene Halbraume
In diesem einfachsten Fall ist (mit d; = 0)
1 lipe +1lap1  —lip2 +l2p1
M = m. —
ST 21509 ( —lipa +lapr lipa + lap1
und demzufolge nach (3.71):
I _ —lprtlhip2
124 - l l
2p1 + l1p2
B _ o (lip2 + 12p1)? — (lap1 — l1p2)? _ o 2l1p1
PP Q 2lop2(l2p1 + lip2) ag lapr + l1p2
Mit I1 = = cosp und lp = 2 (1 — 3—% sin? gp) - += cos g2 (p2=Brechungswinkel) erhilt man:
P202 COS @ — P11 COS Y2
Rpp =
P20 COS Y + P10 COS P2
2p1a cos
By =
P20 COS Y + P10 COS P2
Man vergleiche mit Ubung 3.6.3. Fiir ¢ = 0 (— @3 = 0) erhilt man
— 2
R, = P22=PO1 g 2mer (3.72)
p202 + P10 p202 + P10

Formeln, die auch fiir eine Trennfléiche zwischen zwei festen Halbraumen gelten.
Lamelle im Vollraum

Wir beschréanken uns auf die Untersuchung von Vertikalreflexionen von der Lamelle.

Oy,pP X

d,=d 02,02

Og=01,p= Py
V4
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In diesem Fall ist n = 3,11 = I3 = w/a; und lo = w/ay. Damit wird nach (3.70) mit d; = 0 und
do =d

m, = Q2 ( % + g_lz 72_21 + g_lz )
— 2 1 2 1
2p2 *g—l + 2—2 g—l + 2—2
_ o2 I+ =1+~
20&1 -1 +’Y 1+’}/
und
e = one 3 [ 1y (—14 )R
3 20[2 -1 +'7I (1 +’Y/)€2w}‘3‘2
mit v = 29 ypd 4/ = 2222 — L Damit erhilt man
p2a2 pra il
e—iwa—dZ 1 2 1 2 inai 2 1 1 2 inai
M = mym, = (147)° = (1 —7y)%e ™= 7214 (1= )
e300l 4,}/ 1— 72 + (72 o 1)621“}“_2 7(1 o 7)2 + (1 + ")/)2621“]"‘_2

Wir berechnen nur den Reflezionskoeffizienten Ry, (nach (3.71)):

My, (1—42)(1 — *™35) 1 e 2wa;
Bop = =30, = 2wt — o —2iwL (3.73)
22 (1 —v)2 — (1 +y)2e a2 1— R%e oz
mit
Ro 1—v  paaa —prog

L+v  paaa+prog

Ry ist nach (3.72) der Reflexionskoeffizient der Trennfliche z = 0. Fiir relativ kleine Reflex-
ionskoeffizienten Ry, wie sie normalerweise in der Erde vorkommen (|Rp| < 0.2), gilt mit guter
Néherung

Ry = Ro (1 - e_%w“%) . (3.74)

Diskussion von R,,: R, in der Form (3.73) oder (3.74) verschwindet fiir solche Kreisfrequenzen
w, fir die Qw% ein gerades Vielfaches von 7 ist. Fiihren wir die Frequenz v und die Wellenléinge
A in der Lamelle ein (ay = vA), so lautet die Bedingung (die eine fiir destruktive Interferenz ist):

d 1
41,3
2

— 2,... .
T=5L32 (3.75)

Die Lamelle muss also ein Vielfaches der halben Wellenldnge dick sein, damit bei der Reflexion
destruktive Interferenz mit Ry, = 0 auftritt. In diesem Fall liegt bei der Brechung konstruktive
Interferenz vor.

R, ist nach (3.74) dem Betrag nach dann maximal (|Rp,| = 2|Ro]|), wenn 2wai2 ein ungerades
Vielfaches von 7 ist. Dann ist:

357

AR (3.76)
In diesem Fall interferieren die Wellen bei der Reflexion konstruktiv und bei der Brechung destruk-
tiv.

Die in (3.75) und (3.76) sich andeutende Periodizitéit von R, gilt allgemein:

R,y (w—l—na%f) =R, (w), n=12.3,...

Abschlielend diskutieren wir noch, wie die Reflexion von der Lamelle bei Impulsanregung aussieht.

a1

Wir nehmen an, dass die vertikal eingefallene P-Welle die Vertikalverschiebung wy = F (t — i)
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hat und dass F'(w) das Spektrum von F(t) ist. Die Vertikalverschiebung w; der reflektierten Welle
lautet dann (vgl. S.52)
1t (0 (=)

wr = oo _ Ryp(w)F(w)e 1) dw (3.77)
mit R,,(w) aus (3.73). Fiir praktische Zwecke ist es am verniinftigsten, das Integral (3.77) nu-
merisch zu berechnen, da es heute sehr schnelle numerische Methoden der Fourieranalyse (Berech-
nung des Spektrums aus der Zeitfunktion, etwa Berechnung von F(w) aus F(t)) und der Fouri-
ersynthese (Berechnung der Zeitfunktion aus ihrem Spektrum, etwa Berechnung von w; aus seinem
Spektrum R, (w)F(w)e™?/*1) gibt, die unter dem Namen Schnelle Fourier- Transformation bekan-
nt geworden sind.

Einen guten Einblick in die Vorgénge des Reflexionsprozesses, um den es uns hier geht, erhélt man
aber auf andere Weise. Wir machen in (3.73) eine Reihenentwicklung (die wegen R% < 1 immer
konvergiert):

Ro (1 e7H) > (R3#)"

Ryp(w)

4d

= Ry—Ry(1—R2)e ™% — R} (1-R2)e ™o (3.78)
— RS(1-R2)e ™w -

Einsetzen in (3.77) und gliedweise Riicktransformation ergibt:

2d
wy = ROF<t+i)RO(1R§)F<t+i—) (3.79)
(65} aq (%)
— R3(1_R2 2 AdN s p2 % _6dy _
R (1 RO)F<t+a1 QQ) R (1 RO)F<t+a1 -

Das erste Glied ist die Reflexion von der Tremnfiiche z = 0. Thre Amplitude ist, wie man es
erwartet, gleich dem Reflexionskoeffizienten R dieser Trennfliche. Das zweite Glied beschreibt
eine Welle, die um die doppelte Laufzeit durch die Lamelle gegeniiber dem ersten Term verspétet
eintrifft, und entspricht daher der Reflexion von der Trennfliche z = d. Thre Amplitude hat
genau die erwartete Grofle: der Reflexionskoeffizient dieser Trennflache ist — Ry, das Produkt der
Brechungskoeffizient dieser Trennfliche z = 0 fiir in +2z— und —z—Richtung laufende Wellen,
2p101/(p2cia + prat) und 2psas/(pro + paa), ist gleich 1 — R2. In genau derselben Weise lassen
sich der dritte und der vierte Term in (3.79) interpretieren als Mehrfachreflexion innerhalb der
Lamelle (mit drei bzw. fiinf Reflexionen). Die in (3.79) aufgefithrten Terme entsprechen den in
der Skizze angegebenen Strahlen.

A
W W,

(3.79) ist eine Zerlegung des reflektierten Wellenfeldes in (unendlich viele) Strahlanteile. Sie ist
der Darstellung (3.77) vollig dquivalent.

Die Niherung (3.74) fiir R, (w) entspricht dem Abbrechen der Reihe in (3.78) nach dem Glied fiir
n = 0 und damit der Beschriankung auf die beiden Primdrreflexion von den Trennflichen z = 0
und z = d (mit der Vernachliissigung von R? gegeniiber 1).

Ubung 3.10:
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Man zeige: Fiir den Brechungskoeffizienten in (3.71) gilt

detM l
gt mit detM = 101.

Qo 22 nPn

Bpp =

Man wende diese Formeln auf die Lamelle in den Féllen an, in denen (3.75) und (3.76) gelten.
Ubung 3.11:

Die P-Geschwindigkeit der Lamelle sei grofer als die des umgebenden Mediums: ag > ay. Gibt
es in diesem Fall Totalreflexion? Man argumentiere qualitativ.

3.7 Reflexion von Kugelwellen an geschichteten Medien (Re-
flektivititsmethode)

Die Ergebnisse von Abschnitt 3.6.5 lassen sich relativ einfach erweitern auf eine Anregung durch
Kugelwellen. Wir nehmen wieder zur Vereinfachung der Darstellung an, dass wir es nur mit
P-Wellen in Fliissigkeiten zu tun haben.

----- ‘5 ./Quelle
r
=0 " Ao
Zs 2 aspP
ds 03,03
I
Z
d.
J aj,pj
I
I
I
zZ, anl
z

Sie sollen von einer Explosions-Punktquelle herriihren, die sich in der Hohe A iiber dem geschichteten
Medium befindet. Das Verschiebungspotential dieser Quelle bei harmonischer Anregung ist (vgl.
Abschnitt 3.4)

1 sl 2
1o = e (=) (3.80)
mit B> = 72 + (2 + h)?2. Wegen der Symmetrie bei Rotation um die z-Achse benutzen wir

Zylinderkoordinaten r und z. Die Wellengleichung fiir das Potential ®; in der j-ten Schicht lautet

0?®; 109; 9*®; 1 9*0;
—Z7J - . 81
or? r Or 022 oz? ot? (3.81)

Elementare Losungen dieser Gleichung sind (bitte nachrechnen oder Produktansatz machen)

J J

2 2 2
Jo(kr)exp [i (wt +1; (2 — z;))] mit k% + lj2- = %,lj = (% — k2> . (3.82)
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Wegen der Bezeichnungen vergleiche man mit S.61ff. Jy(kr) ist die Besselfunktion erster Art und
nullter Ordnung (vgl. Anhang C).

(3.82)ist das Analogon zu den Losungen e~™s® . el(“t#Li(2=25)) der Wellengleichung 9%®,/0x? +
D /02° = (1/a3)9°®;/0t?, die im letzten Abschnitt zu ldsen war (s. S.61). In (3.82) ist der
Index j bei k weggelassen, da wir k als Parameter ansehen, iiber den noch integriert werden kann
(auBerdem hatte sich auf S.62 ergeben, dass beim dortigen Problem alle k; gleich sind).

Mit (3.82) sind dann auch die Funktionen
/ £ (k) Jo (kr)et @t =20)) g (3.83)
0

Losungen von (3.81), vorausgesetzt, dass das Integral jeweils konvergiert. So kommen wir zu den
Potentialansidtzen

P, = / Jolkr) { 45 ()e/ b C=0) 4 B ()it L g (3.84)
0

(man beachte die Verwandtschaft zu (3.64)). Ob dieser Ansatz tatséchlich zu einer Losung fiihrt,
héngen davon ab, ob sich erstens ®1. aus (3.80) in der Integralform (3.83) darstellen lidsst und
zweitens, ob wir den ®; nach (3.84) die Randbedingungen fiir z = 29, 23, . .. 2, erfiillen kénnen.

Das erste ist erfiillt, da folgende Integraldarstellung gilt (Sommerfeldintegral, vgl. Anhang D):

1 iw(t—=% > ki -
2. (t (i) _ / JO(kT).—ez(“}t lilz+hl gp. (3.85)
R 0 le

Wir konnen daher, analog zum Vorgehen auf S.61, den ersten Anteil
/ Jo(kr) Ay et @t=02) g (3.86)
0

von @1 (mit z; = 0) als einfallende Welle ®;. interpretieren (der zweite Anteil ist die reflektierte
Welle ®,-). Wir miissen (3.85) und (3.86) fiir Punkte vergleichen, die die Kugelwelle beim Einfallen
auf die Trennfliche z = 0 passiert, also fir —h < z < 0. In diesem Fall ist |z + h| = z + h, und
der Vergleich ergibt A (k) = (k/ily)e 1",

Die Randbedingungen fiir die Trennflichen kénnen von S.61 itbernommen werden. Die Potentiale
(3.84) werden unter Integralzeichen differenziert. Die aus den Randbedingungen folgende Gle-
ichheit ist nur dann fiir alle r gegeben, wenn die Integranden {ibereinstimmen. Das fithrt auf
dasselbe Gleichungssystem fiir A;(k) und B;(k) wie auf S.62) unten und daher auf (3.70). Bei der
Berechnung der Schichtmatrizen hat man nun im Unterschied zum vorgehenden Abschnitt die [;
als Funktionen von & (und nicht vom Einfallswinkel ¢) aufzufassen. k£ und ¢ sind aber verkniipft
iiber
w
k= —sing. (3.87)

aq
Wenn man also nach S.63 den Reflexionskoeffizienten R,, = B1/A; = —Ma1 /My als Funktion
der Kreisfrequenz w und des Einfallswinkels ¢ berechnet hat, so ldsst sich die k-Abhéngigkeit iiber
(3.87) einfithren: Ry, = R,,(w, k). Den zweiten Anteil von @1, die uns interessierende reflektierte
Welle, kann man wie folgt schreiben:

(I)lr

/ Jo(kr) A (k) Ryp (w, k)e' @12 gk

0

— / ._JO(kT)Rpp(wy k)ez(wt-l-h(z—h))dk
0 le

Die zugehorige Vertikalverschiebung ist

aq)lr
Or

wry(r, 2, w, t) =

= et / kJo(kr) Rpp (w, k)e* G dk (3.88)
0
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und die Horizontalverschiebung (mit Jj(z) = —Ji(x))

o aq)lr _ iwt /oo k? ili(z—h)
urr(r, 2z, w,t) = —— =e — Ji(kr)Ryp(w, k)e dk (3.89)
or o il

Die Integrale in (3.88) und (3.89) lassen sich am besten numerisch berechnet. Mit leistungsféhigen
Rechenanlagen konnen auch kompliziert geschichtete Medien behandelt werden. Fiir feste Me-
dien gelten (3.88) und (3.89) natiirlich auch, nur ist hier der Reflexionskoeffizient R,,(w, k) viel
umsténdlicher zu berechnen als fiir fliilssige Medien, und wy, und w;, beschreiben nur den Kom-
pressionsanteil der Reflexion von dem geschichteten Halbraum z > 0. Fiir den Scheranteil gelten
dhnliche Ergebnisse, die nun den Reflexionskoeffizienten R,,s(w, k) enthalten.

Der Ubergang zur Anrequng durch Impulse

1 R
Oy, =—F (t— —
“TR < a1>

anstelle von (3.80) ist einfach (vgl. S.52). Wenn F(w) das Spektrum von F(t) ist, gilt

_ 1 +oo_ iw(t7§)
@Mfﬁ - F(w)e 1) dw

Die zugehorigen Verschiebungen der reflektierten Welle sind

Wiy (r, 2, t) 1 toos w1y (1, 2, w, t)
Ui (1, 2,t) } = m /L W) urr(ry z,w, t) dw (3.90)

mit wi, nach (3.88) und ui, nach (3.89). Die Integrale in (3.88) und (3.89), multipliziert mit
F(w), stellen also die Fourier-Transformierten der Verschiebungen dar.

Fiir die numerische Berechnung von (3.88), (3.89) und (3.90) hat sich die Bezeichnung Reflek-
tivitatsmethode eingebiirgert; sie ist ein praktikabler Weg zu theoretischen Seismogrammen fiir
Raumwellen. Mit ihrer Hilfe kann man Raumwellen von Explosionen und Erdbeben einer Ampli-
tudeninterpretation unterziehen und somit tiber die iibliche Laufzeitinterpretation hinausgehen.

Ein Beispiel fiir theoretische Seismogramme ist unten wiedergegeben (aus der Arbeit von K. Fuchs:
The reflection of spherical waves from transition zones with arbitrary depth-dependent elastic
moduli and density. Journ. of Physics of the Earth, vol. 16, Special Issue, S. 27-41, 1968).
Es handelt sich um Ergebnisse fiir ein ganz einfaches Modell der Erdkruste. Sie ist als homogen
angenommen. Die Punktquelle und die Aufpunkte liegen in der Erdoberfléiche, deren Einfluss aber
vernachliissigt ist. Der Ubergang von der Erdkruste in den oberen Erdmantel (Mohorovicié-Zone,
kurz Moho) ist eine Diskontinuitit 1. Ordnung, d.h. die Wellengeschwindigkeiten und die Dichte
dndern sich sprunghaft (bei einer Diskontinuitéit 2. Ordnung wiiren diese Groflen zwar stetig, ihre
Ableitung nach der Tiefe hitte aber einen Sprung).

not found!

Die Dominierende Welle ist die Reflexion von der Moho. Fiir Entfernungen von der Quelle jen-
seits des kritischen Punktes r* = 74.91km, der dem kritischen Einfallswinkel ¢* entspricht, ist
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der erste Einsatz die Kopfwelle mit der Scheingeschwindigkeit 8.2km/sec. Thre Amplitude nimmt
sehr schnell mit wachsender Entfernung ab, ihre Impulsform ist etwa das zeitliche Integral der
Reflexion fiir r < r*. Fiir diese unterkritischen r ist die Form der Reflexion praktisch gleich der
der einfallende Welle. Beim kritischen Punkt beginnt sie, ihre Form zu dndern. Das hatten wir
bereits auf S.53 aus den Eigenschaften des Reflexionskoeffizienten fiir ebene Welle erschlossen (das
gilt fir P- wie fiir SH-Wellen). Fiir groe Entfernungen ist die Impulsform etwa der fiir r < r*
entgegengesetzt. Auch dies erwarten wir, weil der Reflexionskoffizient R, fiir den Einfallswinkel
» = 7/2 gleich —1 ist (fiir Fliissigkeiten folgt das aus der auf S.63 angegebenen Formel). Auch das
Amplitudenverhalten der Reflexion wird durch den Verlauf des Betrags |R,,| des Reflexionskoef-
fizienten bereits relativ gut wiedergegeben, wenn man |R,,| noch durch den Laufweg dividiert und
von der Gesamtverschiebung zur Vertikalkomponente iibergeht (vgl. das qualitative Bild links auf
S.52 bzw. die numerischen Resultate auf S.52). Nur im Bereich um den kritischen Punkt treten
Diskrepanzen auf. Dem Verlauf von |R,,| zufolge miisste das Maximum der Reflexionsamplitude
direkt am kritischen Punkt liegen, wihrend es in Wirklichkeit zu gréfferen Entfernungen um einen
Betrag verschoben ist, der von der dominierenden Frequenz der einfallende Welle abhéngt:

Reflexionsamplitude
(Vertikalverschiebung)

| exakt
VAR

Frequenz f

fi< f,

Frequenz f

r r

Die Beriicksichtigung dieser Verschiebung ist wichtig bei der Festlegung des kritischen Punktes
von beobachteten Reflexionen, etwa in der Explosionsseismik.

Das folgende Bild demonstriert das Potential der Reflektivitiatsmethode. Es zeigt vollstandige SH-
Seismogramme fiir ein Profil an der Oberfliche eines realistischen Erdmodells. Die Quelle ist eine
horizontale Einzelkraft an der Erdoberfliche; sie wirkt senkrecht zum Profil. Die dominierende
Periode ist 20 sec. Die markantesten Phasen sind die dispersiven Lovewellen (Oberflichenwellen,
vgl. Abschnitt 4); ihre Amplituden sind zum grofen Teil abgeschnitten. Die Laufwege der markan-
testen Raumwellen-Phasen (Mantelwellen S und S5, Kernreflexion S¢S und Beugung Sgirs am
Erdkern) sind skizziert.

not found!

Eine ausfiithrliche Darstellung der Reflektivitdtsmethode findet man z.B. in der Arbeit G. Miiller:
The reflektivity method: a tutorial, Journ. Geophys., vol. 58, 153-174, 1985
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3.8 Reflexion und Brechung von Zylinderwellen an einer
ebenen Trennfliche (exakte oder generalisierte Strahlen-
theorie)

Wir setzen das Kapitel iiber elastische Raumwellen mit der Behandlung von Zylinderwellen fort,
die von einer Linienquelle ausgehen und an einer Trennfléche, die parallel zu der Linienquelle liegt,
reflektiert und gebrochen werden. Im vergleich zu dem in Abschnitt 3.7 betrachteten Fall einer
Punktquelle iiber einem geschichteten Medium ist das vorliegende Problem einfacher und weiter
von praktischen Anwendungsmoglichkeiten entfernt. Wir werden aber eine ganz andere Behand-
lungsweise von Wellenausbreitungsvorgingen kennenlernen, die zu relativ einfachen analytischen
(nicht nur numerisch auswertbaren) Resultaten fithrt, und darin liegt der eigentliche Sinn dieses
Abschnitts. Uberdies kann diese Methode, die auf Cagniard, de Hoop und Garvin zuriickgeht
(vgl. W. W. Garvin: Exact transient solution of the buried line source problem, Proc. Roy.
Soc. London, Ser. A, 234, S.528-541, 1956), auch auf kompliziert geschichtete Medien angewandt
werden. Sie 1dft sich dabei so ab#ndern, dass die Anregung einer Punktquelle entspricht. In
dieser Form ist diese Methode dhnlich wie die Reflektivitatsmethode zur Berechnung theoretischer
Raumwellenseismogramme geeignet, die bei der Interpretation von Beobachtungen niitzlich sein
konnen.

Wir begniigen uns wieder damit, das Problem fiir ein fliissiges Modell (siehe Skizze) zu behandeln.
Hieran konnen wir alles wesentliche lernen, und rein rechentechnische und Schreib- Aufwandist ist
ein Minimum.

Q™| Explosions-Linienguelle

[h /TN senkrecht zur x-z-Ebene
z=0

a.p X

0P
z

Wir arbeiten mit den Verschiebungspotentialen ®; = ®1,+®1, im Halbraum 1 (®;. = einfallende, 1, =
reflektierte P — Welle) und ®5 im Halbraum 2. Fiir alle drei Potentiale gelten Wellengleichungen:

1 0?®q, 1 02®y

er T a2 g2 T ok o (3:91)
Die Laplace-Transformation dieser Gleichungen ergibt
52 52
V2(p167r = —35Pler und VQ(pQ = —p2, (3.92)
ay a3

wobei, @1, @1, und o die Transformierten von ®;., Py, und ®, sind und s die Transforma-
tionsvariable ist (siche Anhang A). Wir nechmen an, dass die P-Welle zum Zeitpunkt ¢=0 von
der Linienquelle loslduft. Daher verschwinden auflerhalb der Linienquelle die Anfangswerte von
P, Py, und D5 und ihrer zeitlichen Ableitungen fiir t=+0, die bei der Transformation der zweiten
Ableitungen nach ¢ in (3.91) beriicksichtigt werden miissen.

Einfallende Zylinderwelle

Zunéchst miissen wir die einfallende Welle untersuchen. Da die Linienquelle vom Explosionstyp
ist und daher Zylindersymmetrie um ihre Achse besitzt, gilt

a28016 lasﬁle o i
9RZ " R OR _ a2’'

V201, = (3.93)
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mit R = 2% + (2 + h)?. Diejenige Losung von (3.93), die sich als Zylinderwelle in +R-Richtung

interpretieren lésst, ist

1 R
e = -Ko(—s), 3.94
p1e = 1)1 Ko(5s) (3.94)
wobei f(s) die Laplace-Transformierte einer beliebigen Zeitfunktion F(t) ist und Ko(a—P”ls) eine der
beiden modifizierten Besselfunktionen nullter Ordnung.

Nachweis: (3.93) lidsst sich mit der Substitution x = g—f auf die Differentialgleichung der modi-
fizierten Besselfunktionen zuriickfiihren:
d’y | dy
2 2 2y,
x @Jrzaf(x +n%)y=0

Im vorliegenden Fall ist n=0. Die Differentialgleichung hat zwei linear unabhingige Losungen,
Ko(x) und Iy(x). Fiir reelle z gilt qualitativ nachstehendes Bild. Aus ihm ersieht man, dass fiir
die Zylinderwelle nur Ky(z) in Betracht kommt, denn Iy(z) wichst fiir © — oo iiber alle Grenzen.
Literatur: M. Abramovitz und I.A. Stegun: Handbook of Mathematical Funktions, H. Deutsch,
Frankfurt, 1985.

3.
1o (%)
2] 0
14
Ko (%)
0 T T T
0 1 2 3 X

Machen wir die Riicktransformation von (3.94) in den Zeitbereich, so erhalten wir mit den Korre-
spondenzen

Ry t

f(s) e—o F(t) (F(t)=0firt <0)
L (RN [0 fix ¢ < R/oy
s 0\ ” cosh™ %t fiir t> R/
das Potential

t
Dy, = / F(t —7)cos gy (t > R/ay). (3.95)
R/Oq R
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Durch Variation von F(t) kann man der Zylinderwelle verschiedene Zeitgesetze geben. (3.95)ist
das Analog zum Potential &7, = %F (t — a—P;) einer Kugelwelle von einer Explosions-Punktquelle.

Im folgenden arbeiten wir mit dem Sonderfall F(t) = 6(t). An ihm kann man alle wesentlichen
Erscheinungen studieren. Will man zu realistischen Anregungen iibergehen, so miissen die Resul-
tate fiir die Potentiale und Verschiebungen der reflektierten und der gebrochenen Welle, die wir
fiir F'(t) = 6(t) erhalten, mit realistischen F(t) gefaltet werden. Fiir F'(t) = §(t) wird

ot
Py = cos™! Ti,
und die zugehorige Radialverschiebung in R-Richtung ist
0P, t R
Ur = =— t>—). 3.96
R R R(t27R_Z)1/2 ( al) ( )
_u R
IRF------4----------
R, t

Verwandte Punktquellen-Resultate sind:

1
o, = (1= )

R (5]
0P, 1 R 1 R
Up = —S=-—H(t-——)—-—36(t——
R OR R2 ( Oél) ROél ( 041)
-U g
URPF-==~ -+
Rby t

Wellenfrontapproximation fiir Ug
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Wenn wir (3.96) wie folgt schreiben,

R(i+2) " (- 2)"

und Werte von t in der Ndhe von O% betrachten, so erhalten wir die Ndherung

-1 1
R~ . . (3.97)
(2RO&1)1/2 (t_ﬂ)1/2
a1

Sie ist umso genauer, je niher ¢ bei R/« liegt, und kann daher Wellenfrontapproximation genannt
werden. Sie gilt auch umso genauer, je grofier R ist, und ist daher gleichzeitig die Fernfeldapprox-
imation der Zylinderwelle.

Im Rahmen der Wellenfrontapproximation (3.97) ist die Impulsform der Zylinderwelle unabhéngig
von R, und ihre Amplitude ist proportional zu R~'/2. Beide Aussagen werden besonders an-
schaulich, wenn man (3.97) mit realistischen Anregungsfunktionen F'(¢) gefaltet denkt. Die Sin-
gularitéit in (3.96) und (3.97) ist interpretierbar.

Reflexion und Brechung der Zylinderwelle
Die Koordination, die der Untersuchung von Reflexion und Brechung am besten angepasst sind,
sind die kartesichen Koordinaten z und z. Die Gleichungen (3.92) haben dann die Form

o 0%  s?

8z | 922 a2’
Elementare Losungen, die fiir unsere Zwecke giinstig sind, haben die Form cos(kx) exp(4imz) mit
k?+m? = —s?/a?. Aus den elementaren Losungen bauen wir wie auf S.67 komplizierte Losungen
in Integralform auf,

0= /0 h f(k) cos(kx)er ™ dk,

mit denen wir erstens das Potential (3.94) der einfallenden Welle darzustellen und zweitens die
Randbedingungen fiir z=0 zu erfiillen suchen. Im einzelnen machen wir folgende Ansétze:

e = [y Ai(k)cos(kz)e "™ *dk (z > —h)
o1 = [y Bi(k)cos(kx)e™ *dk (3.98)
o2 = [ As(k)cos(kx)e ™% dk

1/2

2

s

mio = —i <k2 + QT> (negativ imaginér fiir positiven Radikanden)
12

Fir Ky (a—Rl s) in (3.94) gibt es eine Integraldarstellung, dhnlich der Darstellung (3.85) der Kugel-
welle. Damit wird ;. (mit f(s)=1, da F(t) = 6(t)):

2 1/2
— |z + Al (k2 + %) ] dk (3.99)

1

1 [ 1
Ple = —/ —in cos(kx) exp
N R
Der Vergleich mit ¢, aus (3.98) fiir z>-h ergibt

e*’b‘mlh

Al(k) =

ismi
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Die Randbedingungen fiir z=0 lauten (vgl. S.61):

d 0P 0? %D,
e (P1e + Dy,) = R le (P1e + Dy,) = 02W
Die Laplacetransformation ergibt:
0 3}
5, (P1e T ou) = %, p1 ($1e + 1r) = p2ipa
Mit (3.98) erhilt man
mi (A1(k) — Bi(k)) = maAsz(k)
p1(Ai(k) + Bi(k)) = p2Aa(k)

und hieraus
Bi(k) = Ryp(k)A1(k) und As(k) = By (k) A (k)
mit
p2m1 — p1Mm2 2p1my

Ry, (k) = —=und B, (k)= ————. 3.100
oo (K) oL + p1ma und By, (k) Py + prma ( )

Die Potentiale 1, und @9 lauten somit:

©1r / Ay (k) Ry (k) cos(kx)e™ = dk

0

o / Ay (k) By (k) cos(kx)e™ ™% dk
0

Die Laplace-Transformierten w und u der Vertikal- und Horizotalverschiebungen W und U lauten
allgemein w = %f und u = %‘5 und speziell:

Wir } — 0 Rpp (k) imy COS(]{?.T) } efiml(hfz)dk

Uiy o0 sim —ksin(kx) (3.101)
w2 } — 00 Bypyp (k) —1my COS(/C.T) } e~ H(maz+mih) I .

Us T Jo s —ksin(kx)

Diese Laplace-Transformierten miissen nun zuricktransformiert werden. Es ist aussichtslos, dies
mit der Formel (A.9) des Anhangs A durchzufithren. Man bedient sich vielmehr eines Tricks, der
darauf beruht, (3.101) mit funktionentheoretischen Methoden so lange zu transformieren, bis die
Integrale die Form

v } = [ Z(t)e*tdt (3.102)

m 0

haben. Hieraus kann man direkt die Inverse { Vg((f)) } = Z(t) entnehmen.

Eine wichtige Einschrankung miissen wir vorher noch machen. Wir betrachten nur positiv reelle
s, d.h. wir betrachten nicht die ganze Konvergenzhalbebene der Laplace-Transformierten, son-
dern nur die positiv reelle Achse. Das vereinfacht die Rechnung stark, ohne die Allgemeinheit
zu beschrianken, da die Laplace-Transformierte eine analytische Funktion ist und somit in der
ganzen Konvergenzhalbebene durch ihre Werte auf der reellen Achse festgelegt wird. Dort sind
die Integrale (3.101) reell.

Mit cos(kz) = Re(e™"7) und sin(kz) = Re(ie”**) kann man (3.101) wie folgt schreiben:
Wir _ 00 Ryp (k) my —i(kxz+my(h—=z
o } — Ref it [ M }e (ka4 (h=2) g

(3.103)
w2 } — Re J"OOO By (k) —ma }ei(karmthrmgz)dk

U9 Sma —k
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Der néchste Schritt ist ein Wechsel der Integrationsvariablen,

womit nun der Integrationsweg entlang der positiv imaginiren u-Achse verlauft. Die Transforma-
tion der Wurzeln m; » ergibt

1/2
2
mia = —i|—s2u®+ 52 = —1s (—u2 + 041_3)1/2
Qa7 o
_on1
= —S (’LLQ— 1;) / = —Sal,g
mit
_on1/2
ap2 = (v — alé) . (3.104)

Der transformierte Integrationsweg verlduft dabei in jedem Blatt der Riemannschen Ebene der
Wurzeln aq 2, in dem aj2 ~ u fiir |u| — oo gilt (und nicht in dem Blatt mit a1 2 ~ —u). Fiihrt
man (3.104) in (3.100) ein, so erhélt man

p2a1 — P1a2 2p1aq
R,,(u) = —— und B,,(u) = ——. 3.105
pol) = P2 i () = P (3.103)

Mit k = —isu und dk = —isdu erhilt man schlielich aus (3.103):

U1y T a1

tico j 42 o
w2 } = Re/ Bpp(u){ iab }e_s(“”c_mlh_“”z)du (3.107)
0

(%) a—l

“+100 s )
w”} = Re/ Rpp(u){ . }eS<““a1<hZ>>du (3.106)
0

Diese Ausdriicke haben schon eine gewisse Ahnlichkeit mit (3.102), da s nur noch in der e-Funktion
auftritt. Der néchste Schritt ist zwangsldufig ein neuer Wechsel der Integrationsvariblen:
In (3.106):

t =wux —iay(h — z) (3.108)
In (3.107):
t =ux —ia h — a9z (3.109)

Aus diesen beiden Gleichungen hat man u als Funktion von ¢ auszurechnen und in (3.106) und
(3.107) einzusetzen. Das wird spéter genauer diskutiert. Gleichzeitig muss der Integrationsweg
entsprechend transformiert werden. Fiir u = 0 folgt aus (3.108) und aus (3.109)

t0) = tp = =
W) = fg = A4z (3.110)

Die transformierten Integrationwege Cy (bei (3.106)) und Cs (bei (3.107)) beginnen also auf der
positiv reellen t-Achse. Fiir u — 4ioo ndhern sie sich einer Asymptote im ersten Quadraten,
die durch den Ursprung geht und die Steigung tany = x/(h + z) (im Falle von (3.108)) und
tany = 2/(h + z) (im Falle von (3.109)) hat (in (3.108) ist z immer negativ, in (3.109) immer
positiv). Das folgende Bild veranschaulicht die transformierten Integrationswege.
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Im t Im t

tany:ﬁ tany:h—_i_z

Cl C2

h-z Re't -h_ . h Ret

Im Falle der reflektierten Welle, der links dargestellt ist, ist C ein Stiick einer Hyperbel, im Falle
der gebrochenen Welle ist die Kurve von hoherer Ordnung, hat aber eine hyperbelidhnliche Form.

Wiy
Uty
w2
U2

Der letzte Schritt besteht nun darin, die Wege €7 und Cy geméfl dem Cauchyschen Integralsatz
zur reellen Achse hin zu deformieren. Der Weg C o darf durch den Weg C1 2 + 0172 der Skizze

ersetzt werden, vorausgesetzt, dass zwischen den beiden Wegen keine Pole der Integranden in
(3.111) und (3.112) liegen.

Wir erhalten also:

—q d
Re/ Rpp(u(t)){ L }d—t;e“dt (3.111)
e ax (u(D)
ias (u())
du
o R i
o, PP Eti p

" an(u(®)

e tdt (3.112)

Imt

to Ret

Das ist der Fall, da die einzigen Singularitdten die Verzweigungspunkte u = ial_l von a; und
u = Fo;, ! yon ay sind. Diese sind aber keine Pole, sondern integrierbare Singularitéiten. Schlieflich
verschwindet der Beitrag des Bogens (] 5, wenn dessen Radius unendlich groff wird. Damit sind

wir am Ziel:

w oo
1
" = Re
Uty h—=z

1

o
w2} = / Re
u

2 L+QL2

@

—ar(u(?)

o arte
Bpp(u(t)) 4“0t o e‘stdt+/0 0] e 5 di(3.114)
a1 (u(6)

Rpp(u(t)){ th) }Z—ﬂ esth/O‘” [0]e*dt  (3.113)
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In diesen Ausdriicken braucht man tatséichlich den Realteil nur noch von der eckigen Klammer
zu nehmen, da e~** reell ist und nur {iber reelle ¢ integriert wird. Die Hinzufiigung des zweiten
Integrals mit verschwindendem Wert geschah nur aus formalen Griinden, um tatséichlich gem#ifl
(3.102) iiber ¢ von 0 bis oo z integrieren. (3.113) und (3.114) haben also exakt die Standardform
einer Laplace-Transformierten, aus der man die Originalfunktion direkt ablesen kann. Die Ver-
schiebungen Wi, und U;, der reflektierten Welle verschwinden demnach fiir Zeiten zwischen 0 und
(h — z)/aq (was einen nicht wundert, da (h — z)/a; die Laufzeit senkrecht von der Quelle nach
unten zur reflektierenden Trennfliche und wieder senkrecht zuriick zum Niveau z des Aufpunkts
ist und damit kleiner als oder hochstens gleich der Laufzeit des ersten reflektierten Einsatzes zu
diesem Aufpunkt bleibt). Fiir t > (h — 2)/aq ist

er _
U, } = Re

—1 du
Ry (u(t ult d 3.115
( ()){ 7@1(5‘&)) }dt] ( )

(u(t) aus (3.108)).

Analog verschwinden die Verschiebungen Wo und Us der gebrochenen Welle fiir 0 < ¢ < h/a; +
z/ag, und fur t > h/a; + z/aq gilt

Wy |
U, } = Re

ias (u(t)) du
Bpp(u(t)) 4 W) p = (3.116)
— dt
a1 (u(t))

(u(t) aus (3.109)).

Alles, was wir brauchen, um diese recht einfach algebraischen Funktionen numerisch berechnen zu
konnen, ist eine Auflésung von (3.108) und (3.109) nach « als Funktion von reellen Zeiten ¢ > ¢
(aus (3.110)) und die Kenntnis der Ableitung ¢, Im Falle von (3.108) ist das sehr einfach, da
hier u explizit angegeben werden kann:

1 —
Lt — A2 (1 1) fir 2 <<y = &2
uty =4 & '1;27(12 2)1 S m =S T e (3.117)
Lt +iF (12— 19)® firt >t

R = (x2 + (h— 2)2)1/2 ist der Abstand des Aufpunktes vom Spiegelpunkt der Quelle, also vom
Punkt mit den Koordinaten x = 0 und z = +h, und t; = E/ a1 ist die Laufzeit der eigentlichen
Reflexion von der Trennfliche gemé dem Fermatschen Prinzip. Die Kurve, auf der wu(t) liuft,
ist in nachstehender Skizze angegeben. Die Ableitung du/dt kann aus (3.117) direkt berechnet
werden. Sie hat eine Singularitit bei ¢ = ;.

Imt
tan = %
o
«°
psd )
u(t) fart>t,
~ 0
u(ty)=0 u(t1)=_L Reu
Ra,

Im Falle der gebrochenen Welle muss u(t) numerisch berechnet werden. Es ergibt sich aber ein
ganz dhnliches Bild wie der reflektierten Welle:
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Imt
— h+z
tan o= —-*
u(t) fart>t;
t=ti=Ankunfszeit der gebrochenen
/ Welle (numerisch zu berechnen)
~ 0
u(te)=0 u(ts) Reu

Diese numerische Berechnung von u(t) und seiner Ableitung ist ohne groflen Aufwand mdoglich.
Wir wollen darauf aber nicht néher eingehen, sondern nur die reflektierte Welle anhand von (3.115)
und (3.117) néher diskutieren.

Diskussion der reflektierten Wellentypen

Wir nehmen an, dass die P-Geschwindigkeit im unteren Halbraum groéfler als im Halbraum mit der
Linienquelle ist: oo > ;. Zunichst betrachten wir Aufpunkte P(z, 2), fiir die u(t;) = z/(Ray) <
oy ist. Da /R = sin ¢ ist (o= Einfallswinkel), heifit das sin ¢ < a1 /ag = sin* (¢*= kritischer
Einfallswinkel) und bedeutet unterkritischen Einfall der Zylinderwelle.

P(x,2)
Q
h
Uy X
s 7
h L7 Trennflache
7
~ Q’'=Spiegelpunkt von Q
z

In diesem Fall ist fiir ¢ < ¢; u(t) kleiner als ;' und damit erst recht kleiner als a;'. Daher sind
a1 (u(t)) und az(u(t)) nach (3.104) positiv imaginér, und Ry, (u(t)) ist nach (3.105) reell. Da du/dt
fiir die betrachteten Zeiten reell ist, folgt aus (3.115), dass der Realteil der eckigen Klammern fiir
alle t < t1 verschwindet. Fiir ¢ > ¢; wird aber u(t) komplex, und der Realteil verschwindet nicht
lianger. Daher beginnt die Verschiebung zum Zeitpunkt ¢ = ¢; (was einen nicht wundert).

Wenn a3 < as ist, gilt diese Argumentation fiir beliebig liegende Aufpunkte im oberen Halbraum.

Ist u(t;) = z/(Roy) > ay ', so ist der Einfallswinkel pgrifer als ¢*, und wir erwarten als ersten
Einsatz eine Kopfwelle. In diesem Fall wird as(u(t)) beim Durchgang durch den durch u(te) =
oy ! definierten Zeitpunkt to reell, ohne dass dasselbe fiir a;(u(t)) gilt. Somit hat R,,(u(t)) fiir
t > to nichtverschwindenden Real- und Imaginirteil, und demzufolge ist (3.115) bereits fiir t > to
ungleich Null. Setzen wir in (3.108) u = a5 *, so erhalten wir

ty = — 4 (h —2)(a7? —QQ_Q)% < t1.
(6%)
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Q P(x,2)

Trennflache

Das ist die Ankunftszeit der Kopfwelle, wie man sie nach dem Fermatschen Prinzip fiir den oben-
stehend gezeichneten Strahl von @ nach P(x,z) erwartet. Betrachten wir in diesem Fall noch den
Zeitpunkt ¢ = t1, so erscheint es wegen des Knicks in der Kurve, auf der u(t) lauft, fir ¢t = ¢;
plausibel, dass dort markante Anderungen im Verlauf der Verschiebungen (3.115) auftreten, dass
also die eigentliche Reflexion deutlich auszumachen ist. Das ist auch tatséchlich der Fall.

Unsere Ableitung hat ergeben, dass die Kopfwelle sich wie die eigentliche Reflexion aus dem Po-
tential @, der reflektierten Welle ableitete, also keiner separaten Beschreibung bedurfte. Hétten
wir festen Medien untersucht, so hétten wir unter Umsténden noch einen weiteren Einsatz iden-
tifizieren konnen, der eine Oberflichen- oder Grenzschichtwelle ist (vgl. z.B. die auf S.70 zitierte
Arbeit von Garvin). Ahnlich war es im Abschnitt 3.7 gewesen, wo die Kopfwelle im Bild auf
S.68 automatisch in den Resultaten enthalten war. Die beiden Methoden zur Beschreibung des
Wellenfeldes (die in 3.7 und hier gebrachte) ergeben also ein vollstdndiges Bild, soweit nicht aus
numerischen Griinden Vernachlissigungen gemacht werden.

Die nachfolgende Skizze gibt ein qualitatives Bild der Verschreibung (sowohl in horizontaler als in
vertikaler Richtung) fiir unterkritischen und iiberkritischen Einfall:

W, | Reflexion W, Reflexion

-U 1r -U 1r Kopf— :
welle |
|

t t t, tl: t
|
d<¢0 ¢>00 |
I
|
|

Fiir t — oo ergeben sich von Null verschiedene Grenzwerte der Verschiebungen wie bei der ein-
fallenden Welle (vgl. (3.96)). Die Singularitéiten bei ¢t = t; sind, wie man zeigen kann, in jedem
Fall integrierbar. Daher ist die Faltung mit realistischen Anregungsfunktionen F(¢) ohne weiteres
moglich. In der rechten Skizze beginnt die Verschiebung der eigentlichen Reflexion schon vor dem
Zeitpunkt ¢;. Das Fermatsche Prinzip gibt also die Ankunftszeit in diesem Fall, wo die Reflexion
nicht der erste Finsatz ist, nicht vollig exakt wieder. Bei Verwendung realistischer Anregungs-
funktionen F() ist der Unterschied normalerweise gering.

Ein durchgerechnetes Beispiel der Theorie dieses Abschnitts ist auf S. 80 wiedergegeben. Nidhere
Erlduterungen kann man von S.68 iibernehmen, wo im wesentlichen derselbe Fall mit der dort
beschriebenen Berechnungsmethode behandelt wurde.

Im Fall eines geschichteten Mediums mit mehr als einer Trennfliche kann man das Wellenfeld
exakt in Strahlanteile zerlegen, wie wir es im einfachen Beispiel der Lamelle auf S.65 getan haben.
Fiir jeden Strahlanteil gilt eine Formel von Typ (3.115) oder (3.116), und er enthilt gegebenfalls
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auch Kopf- oder Grenzschichtwellenbeitrége. So erklirt sich der Name “exakte oder generalisierte
Strahlentheorie”. Im Englischen ist die Bezeichnung Cagniard-de Hoop-Methode gebrauchlich.

Ubung 3.12:

Man gebe fiir die Reflexion und die Kopfwelle Wellenfrontapproximationen an, d.h., man unter-
suche (3.115) in unmittelbarer Néhe der Ankunftszeiten ¢; (der Reflexion) und ¢y (der Kopfwelle).
Man unterscheide hierbei langsam veridnderliche Anteile, die man durch ihren Wert fiir ¢ = ¢; bzw.
t = t9 ersetzen kann, und schnell veranderliche Terme, die von ¢t — 1, t; — ¢ und ¢t — t2 abhéngen.

not found!

Abbildung aus G. Miiller: Exact ray theorie and its application to the reflexion of elastic waves
from vertically inhomogeneous media, Geophys. Journ. R.A.S. 21, S. 261-283, 1970. Die Pa-
rameterwerte sind: «; = 6,4 km/s, ap = 8,2km/s, p1 = 3,0 g/cm?, ps = 3,3 g/em3, h =
30 km, z = —30 km.

3.9 Strahlenseismik in kontinuierlich inhomogenen Medien

Mit der Reflektivitdtsmethode und der generalisierten Strahlentheorie haben wir wellenseismis-
che Methoden besprochen, die bei Anwendung auf kontinuierlich inhomogene Medien (in diesem
Fall vertikal inhomogene Medien) eine Unterteilung in homogene Teilbereiche (in diesem Fall ho-
mogene Schichten) erfordern. Wellenseismische Methoden fiir kontinuierlich inhomogene Medien
ohne diese Approximation sind hiufig aufwendiger (vgl. das Beispiel in Abschnitt 3.10). Im vor-
liegenden Abschnitt soll die strahlenseismische (oder strahlenoptische) Niherung der Wellentheorie
inhomogener Medien skizziert werden, und es soll gezeigt werden, dass sie aus der Bewegungsgle-
ichung (2.20) des inhomogenen elastischen Kontinuums als Hochfrequenzapprozimation hervorgeht.
Wir beschrénken uns wieder auf einen einfachen Fall, ndmlich die Ausbreitung von SH-Wellen in
einem zweidimensional inhomogenen Medium. Die Quelle soll eine Linienquelle in y-Richtung
sein, Dichte p, S-Geschwindigkeit § und Schermodul g héingen nur von z und z ab. Die einzige
von Null verschiedene Verschiebungskomponente ist in y-Richtung, v = v(z, 2, t).

Fermatsches Prinzip und Strahlgleichung

Das Fermatsche Prinzip besagt, dass die Laufzeit der SH-Welle von der Quelle @) zu einem beliebi-
gen Aufpunkt P, entlang dem realisierten seismischen Strahl ein Extremum und somit stationdr
ist, d.h. entlang jedem infinitesimal benachbarten Weg zwischen P und @ (gestrichelt in der
Skizze) ist die Laufzeit entweder grofier oder kleiner.

seismischer
Strahl
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Im Normalfall ist die Laufzeit entlang dem seismischen Strahl ein Minimum; es gibt aber auch
Félle, wo ein Maximum vorliegt. Wenn wir einen zunéchst beliebigen Weg von P nach @ durch
die Parameterdarstellung {x = x(p), z = z(p)} beschreiben, so ist das Element der Bogenlinge s

. [(3_;)1 @_;)2] " )

Wir betrachten nun wviele solcher Wege von @) nach P. Sie alle haben denselben Wert p = p; bei
@ bzw. p = po bei P. Daher darf p nicht identisch mit s sein; z.B. der Winkel zwischen der
Verbindungslinie vom Ursprung zum laufenden Punkt auf jedem Weg und der z- oder z- Achse
sein. Der seismische Strahl ist derjenige Weg, bei dem

1
p2 dz\ > dz\"|? p2 dr dz
= [" 57 w) o) [(—) (%) ] i [ (en iy
m dp dp p1 dp’ dp
de_de_
dp " dp
ein Extremum ist. Damit ist die Bestimmung des seismischen Strahls auf eine Aufgabe der Vari-
ationsrechnung zuriickgefiithrt. Sie fithrt auf die Fulerschen Gleichungen

OF doF _or dor_
oxr  dpox’ 0z dp0z

Hieraus erhélt man z.B.

o oy O 1 _d 1 ! _
(4257 5, (5(z,z>) dp [ﬂ(z,z) (m’2+z’2)%}_0

Division durch (22 + 2/?)'/2| Erweitern von Ziihler und Nenner der eckigen Klammer mit dp und

Benutzung von (3.118) liefert
d (1dx 0 (1
=== ) ==1(Z). A1
s (ﬂ ds) i (6) (3.119)

d [1dz 0 1
%(5) =) R

(3.119) und (3.120) sind die Differentialgleichungen des seismischen Strahls mit der Parameter-
darstellungen {z = z(s), z = z(s)}, worin s nun die Bogenlénge des Strahls ist. Mit

Analog erhélt man:

dx ) dz
— =singp, — = cos
ds 4 ds 14
(o= Winkel des Strahls gegen die z-Richtung) wird
d Sin_w) _ 9 (1
ds B - oz \ B
. Cw) o (3.121)
ds I€] - 0z \ B
X
Q
dx
dz
A P
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Aus beiden Gleichungen folgt eine andere Form der Strahlgleichung (Nachweis?):

9 _ 10028 s 08
ds 3 <sm<paz cosgpax) (3.122)

Diese Differentialgleichung fiir ¢(s) ist fiir numerische Berechnungen des Strahlverlaufs gut geeignet.
Der Kehrwert von dp/ds,

d ) AN

r= £ =0 (simpa—f — cosapa—f) , (3.123)

ist der Krimmungsradius des Strahls. Der Strahl wird stark gekriimmt (r kleiner), wo die
Geschwindigkeit sich stark dndert (grads grof}).

Sonderfille:

a) = const
Aus (3.122) folgt dp/ds = 0: der Strahl ist geradlinig.

b) 5 = [(z) (keine Abhiingigkeit von )
Die erste Gleichung in (3.121) ergibt nach Integration

sin
g

entlang des ganzen Strahls (Snelliusches Gesetz). q ist der Strahlparameter des Strahls. Fiir Quelle
und Aufpunkte im Niveau z = 0 verlduft der Strahl symmetrisch in Bezug auf seinen Scheitel S.
Der Strahlparameter ¢ ist folgendermaflen mit dem Abstrahlwinkel ¢y und den Geschwindigkeiten
3(0) an der Quelle bzw. ((zs) am Scheitel verkniipft:

= ¢ = const (3.124)

=5 A P X
¢
S
ZS _________
2
_singg 1
BO)  Blzs)

In der Tiefe z; kann nur dann ein Strahlscheitel liegen, wenn ((z) < G(zs) fiir alle z < z, ist. Fiir
die Entfernung A, in der der Strahl wieder im Niveau z = 0 auftaucht, gilt (unter Verwendung
von (3.124)):
S Zs Zs 1
Aq) = 2/ dx = 2/ tan pdz = 2q/ [B72(2) — ¢°]* d= (3.125)
Q 0 0
Seine Laufzeit ist

Sd Zs d Zs B B _1
T(q) = /QES: 0 6CO’Z¢:2/O B72(2) [57%(2) — ?] * d (3.126)

(3.126) und (3.127) sind eine Parameterdarstellung der Laufzeitkurve des Modells. Ein Beispiel
fiir Strahlverlauf und Laufzeitkurve eines Modells mit einer Ubergangszone:
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riicklaufender Ast 4
6 5
7,
9 10
3
2
1~ vorlaufender Ast
P 1 27638594 10 X

Ubergangszone

Fiir die Steigung der Laufzeitkurve gilt (Nachweis?):

dr
an ~ 1
¢) B =a+ bx + cz (lineare Abhéingigkeit von z und z)
In diesem Fall folgt aus
d_(p _ csing —bcosp
ds 1)
durch Differentiation nach s (auBer ¢ hiingt noch f - iiber z und z - von s ab):

d’>¢ ccosp+bsingdp csing —bcosy,, |
i 3 e 7 (bsinp + ccosp) =0

83

(3.127)

Dies bedeutet Konstanz von dp/ds und damit des Kriimmungsradius entlang des ganzen Strahls.
Der Strahl ist also ein Kreis bzw. ein Stiick davon. Sein Radius r folgt aus (3.123), indem
man dort § gleich dem Wert an der Quelle Q setzt und ¢ gleich dem Abstrahlwinkel ¢g. Den

Kreismittelpunkt M findet man von @ aus, wie in der Skizze angedeutet.

Die Laufzeit von () nach P ist:

P ©1 1
T:/ ds _ 74 _ (2 i) iy
o B po CSing —bcose

mit § = arctan(b/c).
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Ein beliebiges Geschwindigkeitsgesetz ((x, z), das an diskreten Stiitzpunkten (z,,, z,) gegeben ist,
kann man zwischen jeweils 3 Punkten linear interpolieren. Dann lassen sich die gerade gefun-
denen GesetzméBigkeiten benutzen. Der Strahl besteht aus mehreren Kreisbégen, und an den
Nahtstellen zweiter Bereiche mit linearem Geschwindigkeitsgesetz ist die Strahltangente stetig.
Ein entsprechendes Rechen- und Zeichenprogramm ist fiir viele praktische Anwendungen bereits
ausreichend.

Ubung 3.13:

a) Man zeige, dass der Punkt M auf der Geraden § = 0 liegt.
b) Man beweise die obige Formel fiir T.
Hochfrequenzapproximation der Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung (2.20) des inhomogenen, isotropen Mediums vereinfacht sich im uns in-
teressierenden Fall der SH-Wellen-Ausbreitung in einem zweidimensional inhomogenen Medium

ohne Volumenkrifte wie folgt:
0%v 0 v 0 v
Y,z = (= 12
"o = or (“m) * oz (“az) (3-128)

Im zeitlich harmonischen Fall machen wir den Ansatz
v(x, z,t) = Az, z) exp [iw (t — T'(z, 2))] . (3.129)

Dies ist ein Ansatz fiir hohe Frequenzen, denn nur fiir solche Frequenzen kénnen wir erwarten, dass
Amplitude A (z,z) und Laufzeitfunktion 7T'(z,z) im inhomogenen Medium frequenzunabhéngig sind
(im homogenen Medium fern von Trennfléchen gilt dies fiir beliebige Frequenzen, sobald man einige
Wellenléngen von Quelle entfernt ist). Setzt man (3.129) in (3.128) ein, so erhilt man, wenn man

nach Potenzen von w ordnet:
ar\> [oT\’
2A il il o
? {“ <6w> *(fh) ”}

4+ A @5_T+%6_T+ 62_T+62_T 2 alnAa_T+alnAa_T
" Ooxr Ox 0z 0z ox? 022 or Ox 0z 0z

udA  OudA 24 924 B
—{aa+&a+”(w+@ = ®130)

Fiir hinreichend hohe Frequenzen sind die drei Terme dieser Gleichung von verschiedener Groflenordnung.
Das Verschwinden ihrer Summe zieht dann das Verschwinden der Terme selbst nach sich, insbeson-
dere der beiden ersten Terme:

ar\* [or\* 1

(%) (%) - (3131)
5 <81nA8T 81nA8T> opoT  oudT
[ il il il

__u I
O0r Ox + 0z 0z h Or 0xr 0z 0z pVeT (3.132)

(3.131) ist die Eikonalgleichung und enthiilt auf der rechten Seite die ortsabhingige S-Geschwindigkeit
B = (u/p)*/?. Nach ihrer Losung setzt man das Eikonal T in die Transportgleichung (3.132) ein
und bestimmt In A und hieraus A. Damit ist das Problem im Prinzip gelost. Der frequenzun-
abhéingige dritte Term in (3.130) wird normalerweise mit dem aus (3.132) folgenden A nicht
verschwinden . Die Losung (3.129) ist also nicht exakt, aber umso exakter, je hoher die Frequenz
ist.

Wie miissen noch die Bedingung ableiten, unter der die ersten beiden Terme in (3.130) tatséchlich
von verschiedener Grofienordnung sind und die Aufspaltung in (3.131) und (3.132) gilt. Diese
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Bedingung folgt aus der Forderung, dass die einzelnen Summanden im zweiten Term klein sein
miissen gegen die einzelnen Summanden im ersten Term. Betrachten wir z.B. den jeweils ersten

Summanden, so muss sein:
Ludr| _ (0T
Ox Ox H ox

Aus (3.131) folgt grofenordnungsméBig |07 /x| = 1/. Damit:

B op

1 O < w

Mit g = pf3? erhilt man
B9, 00
p Oz ox
Auf dhnliche Beziehungen kommt man iiber andere Summanden in (3.130). Normalerweise for-
muliert man die gesuchte Bedingung so: die Hochfrequenzapproximationen (3.131) und (3.132)

gelten fiir Frequenzen, die grofl gegeniiber den Geschwindigkeitsgradienten sind:

a8\* | (98\°]"

-— — 3.134
<8x> + (82 ( )
(3.133) zeigt aber, dass auch die Dichtegradienten einen Einfluss ausiiben. Man kann (3.134)

noch anschaulicher formulieren: die relative Anderung der Geschwindigkeit iiber die Strecke einer
Wellenldinge hinweg muss klein gegen 1 sein (Nachweis?).

< w. (3.133)

w > |gradf] =

Beispiel:
Wir 16sen (3.131) und (3.132) im einfachsten Fall einer ebenen, in z-Richtung laufenden SH-Welle
unter der Annahme, dass p, § und g nur von z abhéngen. Der Ansatz (3.129) vereinfacht sich zu
v(z,t) = A(z) exp fiw (t — T'(2))] - (3.135)

Die Losung von (3.131) ist:

ar 1 = dC

e T)= | -

e TR A8
T(z) ist die S-Wellen-Laufzeit, bezogen auf das Referenzniveau z = 0. (3.132) lautet:

2pdln A ldp  pdp

3 d: ~ Bdz  Fds
Hieraus:
dnA 1 (dmp dnp\ dln(pp) ?
dz ) dz dz o dz

p(O)ﬂ(O)] 2
p(2)8(2)

Die Amplituden der SH-Welle &ndern sich also umgekehrt proportional zur Wurzel aus der Impedanz
pB. Damit lautet die Losung (3.135):

v(z,) = A(0) [%] : exp {iw (t - /O %)} (3.136)

Aus diesem Ergebnis schliefen wir, dass sich in dem betrachteten Fall eine impulshafte, hochfre-
quente SH-Welle in der Form unveréndert ausbreiten wiirde.

A(z) = A(0) [
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Ubung 3.14:

Man lasse Geschwindigkeit § und Dichte p nicht kontinuierlich von der Tiefe 0 bis zur Tiefe z
variieren, sondern sprunghaft irgendwo dazwischen. Dann erhélt man die Amplitude iiber den
SH-Brechungskoeffizienten (3.40) exakt. Man zeige, dass (3.136) dasselbe ergibt, vorausgesetzt,
die relative Impedanzidnderung ist klein gegen 1.

Eikonalgleichung und seismische Strahlen

Aus dem Ansatz (3.129) folgt, dass Flidchen konstanter Phase durch
t —T(x,2) = const

festgelegt sind. Im Impulsfall sind diese Flichen Wellenfronten, die gestortes und ungestortes
Gebiet trennen. Wir nennen sie daher auch hier Wellenfront. Durch vollstiéindige Differentiation
nach ¢ folgt

0T dx 0T dz dr
— 4 — "= T - ==1 1
Oz dt + Oz dt grad dt ’ (3.137)

wobei cﬁ/ dt = (dxz/dt,0,dz/dt) die Geschwindigkeit ist, mit der sich die Wellenfront ausbreitet.
Die néchstliegende Interpretation von (3.137) im Fall isotroper Medien ist, dass d->x/ dt und der
auf der Wellenfront senkrecht stehende Vektor grad T' parallel sind. Weil |gradT'| = 1/ ist (folgt

d_>x/ dt‘ = 3. Das heifit, dass die Wellenfronten sich

senkrecht zu sich selbst mit der lokalen Geschwindigkeit § fortbewegt. Die Orthogonaltrajektorien
der Wellenfronten definieren wir als seismische Strahlen. Wir miissen dann noch zeigen, dass sie
mit den iiber das Fermatsche Prinzip definierten Strahlen iibereinstimmen. Wir zeigen dies, indem
wir nachweisen, dass die Differentialgleichungen (3.119) und (3.120) des seismischen Strahls sich
auch iiber die Eikonalgleichung ergeben. Wie frither beschreiben wir den Strahl durch die Param-
eterdarstellung {x = z(s), z = z(s)} mit der Bogenlidnge s. Der Vektor d_)x/ds = (dz/ds,0,dz/ds)
ist ein Einheitsvektor in Strahlrichtung, fiir den nach dem soeben Gesagten auch gilt

aus der Eikonalgleichung (3.131)), gilt dann:

Z—x = BgradT = (0T /0x,0,0T/0z). (3.138)
s

Es gilt also zunéichst anstelle von (3.119)

da(Ldry_d (ot
ds \Bds) ds\oz)’

Wir formen die rechte Seite weiter um unter Benutzung von (3.138) und der Eikonalgleichung:

d(lde\ _ PTde 0T e ($TOT 0T 0T

ds \ B ds - 0x2ds  Ox0zds \9x2 Oz  Oxdz Oz
_ Bof(orNt (oT\| _Bo (1
20z |\ Oz 0z 20z \ 32

g

Wir erhalten also (3.119) vollstindig; der Nachweis bei (3.120) ist analog. Wir geben noch die
Strahlgleichung in Vektorform an (sie gilt auch im dreidimensionalen Fall):

d (1dz 1
< (——””) = grad - (3.139)

Insgesamt haben wir nun bewiesen, dass die Strahlenseismik eine Hochfrequenzapproximation der
Wellenseismik ist. Wir haben die Untersuchung beschrankt auf die kinematischen Aspekte der

2 33 Oz Box Oz

B(=2)o 108 0 (1)
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Wellenausbreitung, also auf die Diskussion von Wellenwegen, Laufzeiten und Phasen. Dynamis-
che Groen, insbesondere Amplituden, wurden (aufer in einem ganz einfachen Beispiel) nicht
betrachtet. Der folgende Abschnitt bringt hierzu mehr.

Vorher geben wir noch die Form von (3.139) an, die fiir numerische Berechnungen hiufig benutzt

wird, besonders im dreidimensionalen Fall. Man ersetzt die eine gewthnliche Differentialgleichung

2.0rdnung fiir 7, (3.139), durch ein System von zwei Gleichungen 1.Ordnung fiir 7 und den
—

sogenannten Langsamkeitsvektor 7" = %%—f (Vektor in Strahlrichtung mit dem Betrag %)

d 1
_, dp

= —_— = d_
B, 5, = grad;

Fiir Systeme von gewdchnlichen Differentialgleichungen 1.0rdnung gilt es effektive numerische
Losungsmethoden, z.B. das Runge-Kutta-Verfahren.

@
ds

Amplituden in strahlenseismischer Niherung

Im Rahmen der aus dem Fermatschen Prinzip entwickelten Strahlenseismik ist es iiblich, Amplitu-
den iiber die Annahme zu berechnen, dass die Energie, die von der Quelle innerhalb eines schmalen
Strahlbiindels abgestrahlt wird, innerhalb dieses Biindels bleibt. Es tritt also keine Energie seitlich
aus dem Biindel durch Diffraktion aus, und es wird auch keine Energie in die Gegenrichtung der
Strahlen zuriickreflektiert. Beides gilt nur fiir hohe Frequenzen. Im Folgenden wird eine Formel
abgeleitet, die die Anderung der Verschiebungsamplitude entlang eines Strahles beschreibt, der
von einer Linienquelle in einem zweidimensional inhomogenen Medium ausgeht. Das Medium soll
keine Diskontinuitéten besitzen.

Wir betrachten (vgl. die Skizze) ein von der Linienquelle ¢ ausgehendes Strahlbiindel, dessen
Breite am Referenzpunkt M nahe bei @ gleich dl(M) und am Aufpunkt P gleich di(P) ist. Fiir
die Verschiebung sowohl in M als auch in P gilt (3.129) bzw. die reelle Form

v=Asinw(t—T].

Q X
di(m) IZ

di(P

Unser Ziel ist die Bestimmung des Amplitudeverhéltnisses A(P)/A(M). Dazu bestimmen wir
zundchst die Energiedichte der Welle, also die Summe aus kinematischer und potentieller Energie
pro Volumeneinheit. Die kinetische Energiedichte ist 2p0? = 1 pw? A% cos? [w(t — T')]. Uber die Pe-
riode 27 /w gemittelt, sind potentielle und kinematische Energiedichte gleich, ndmlich i pw? A2, weil
der Mittelwert von cos? x gleich % ist. Damit wird die iiber die Periode gemittelte Energiedichte:

AE 1

AV~ 2™
Dann betrachten wir einen Quader mit dem Volumen AV = didyds, dessen Querschnitt dl dy
senkrecht zum Strahlbiindel steht und dessen Linge ds gerade 1 Wellenléinge 527 /w ist. Die in
diesem Quader enthaltene Energie

2A2

AFE = %prAQAV = twBA%dl dy
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flieft pro Periode durch den Querschnitt dl dy des Strahlbiindels. Da keine Energie das Biindel
verlisst, ist AE bei P genauso grofl wie bei M. Hieraus folgt das gesuchte Amplitudenverhdltnis:

A(P) _ [p(M)B(M)dI(M)]
A(M) ~ | p(P)B(P)dI(P)

(3.140)

Wie in (3.136), so kommt auch hier die Impedanzéinderung entlang des Strahls vor. Die Wurzel aus
der Querschnittsinderung des Strahlbiindels ist aber die fiir die Amplitudenvariation entscheidende
Grofle. Im allgemeinsten dreidimensionalen Fall ist di durch die Querschnittsfliche des dann
dreidimensionalen Strahlbiindels zu ersetzen.

Man kann (3.140) gen#hert berechnen, indem man hinreichend viele Strahlen durch das Medium
mit den weiter oben besprochenen Methoden verfolgt und ihre Abstinde ausmisst. Diese Methoden
beruhen im wesentlichen auf der Losung der Strahlgleichung (3.139), die auch als Gleichung des
kinematischen Ray-tracings bezeichnet wird. Eine strenge Methode zur Berechnung von (3.140)
basiert auf Differentialgleichungen, die direkt fiir den Querschnitt eines Strahlbiindels gelten; sie
heiflen Gleichungen des dynamischen Ray-tracings. Thre Ableitung wiirde hier zu weit fithren; statt
dessen sei auf das Buch von Cerveny, Molotov und Psencik (1977) verwiesen.

Fiir Aufpunkte P auf einem Horizontalprofil, z.B. bei z = 0, ergibt eine Umformung von (3.140)
noch etwas weitergehende Einsichten (vgl. die Skizze). Die Horizontalentfernung von P sei A(gq)
mit dem Abstrahlwinkel g des Strahls von @ nach P bei Q.

Der Abstand des Referenzpunkts M von @ sei a. Mit den Angaben fiir di(M) und di(P) aus der
Skizze folgt aus (3.140):

W=

a

A(P) [p(M)ﬂ(M>] (3.141)

p(P)B(P) cos ‘g_on
Aus diesem Ausdruck ersieht man, dass Probleme auftreten, wenn P auf oder in der Nachbarschaft
von Umkehrpunkten der Laufzeitkurve auf dem Horizontalprofil liegt (vgl. z.B. die Laufzeitkurve
unten auf S.83): dort dndern nédmlich dA/dpo das Vorzeichen, und dies geschieht entweder mit
stetigem oder unstetigem Durchgang durch eine Nullstelle. Im ersten Fall ergeben sich in P
unendlich grofle Amplituden, im zweiten Fall sind sie unstetig; beides sind unbrauchbar. (3.141)
bzw. (3.140) sind also nur in einiger Entfernung von Umkehrpunkten von Nutzen. Damit sind
h#ufig die interessantesten Lagen des Aufpunkts ausgeschlossen.

Trotz dieses Nachteils sind die obigen Formeln (und ihre Entsprechungen im dreidimensionalen
Fall) von einigem Nutzen bei seismologischen Anwendungen. Man kann sie auch so erweitern, dass
Brechung und Reflexion an Diskontinuitéiten beriicksichtigt sind. Das erfordert die Berechnung
der Querschnittsinderung des Strahlbiindels an Diskontinuitdten und den Einbau von Reflexions-
und Brechungskoeffizienten.
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Ein weiterer Nachteil der Energie-Uberlegungen dieses Abschnitts ist, dass sie nur die Amplitu-
den eines seismischen Strahls ergeben und keine Information iiber Phasendnderungen liefern, die
zusiitzlich zu den laufzeitbedingten Phasenénderungen sind. Nicht immer reicht es, zu (3.140)
bzw. (3.141) nur noch den Term exp [iw(t — T')] hinzufiigen, z.B. auf riicklaufenden Laufzeitésten
im Fall, dass die Geschwindigkeit nur eine Funktion von z ist.

Im folgenden Abschnitt wird fiir vertikal inhomogene Medien eine Theorie dargestellt, die die
Nachteile der hier benutzten Methode vermeidet; sie enthélt wieder mehr wellenseismische Ele-
mente.

Ubung 3.15:

Man fiithre im Falle eines vertikal inhomogenen Mediums in die Amplitudenformel (3.141) statt des
Abstrahlwinkels ¢g des Strahlparameter ¢ ein und benutze dann (3.127). Welcher Zusammenhang
besteht zwischen den Amplituden und der Laufzeitkurve T'(A)?

3.10 Totalreflexion an einem vertikal inhomogenen Medium

Harmonische Anregung und Reflexionskoeffizient

Wir betrachten ein Medium, dessen Geschwindigkeit 5(z) fiir z < 0 gleich 8(0), also konstant, und
fiir z > 0 eine beliebige stetige Funktion von z ist. Diskontinuitéiten sollen also nicht vorkommen.
Eine ebene SH-Welle laufe im Halbraum z < 0 nicht vertikal wie im Beispiel aus S.85 sondern
schrig mit der horizontalen Wellenzahl k = wsing/3(0) bzw. mit dem Strahlparameter ¢ =
sin ¢/3(0) (p= Einfallswinkel). Dann legt die Strahlenseismik des vertikal inhomogenen Mediums
(vgl. S.82f.) nahe, in der Eikonalgleichung (3.131) 07'/0x = q = const zu setzen (vgl. 3.127). Das
ergibt

W=

T(o2)=qo+ [ 5720 -] dg
0

und damit die Laufzeit der S- Wellenfront vom Durchgang durch den Ursprung bis zum Durchgang

durch den Punkt (z,z). Die weitere Behandlung geht wie auf S.85 vor sich und fithrt auf:

vw(z,2,t) = A0) [%ra{p [Zw (tqz/js@)d{)} (3.142)
s(¢)

(B72(¢) - QQ}% (3.143)

¢ heifit horizontale und s vertikale Langsamkeit der Welle. Fiir ¢=0 ist (3.142) mit (3.136) iden-
tisch. (3.142) heifit WKBJ-Approximation der SH-Welle. Sie ist eine brauchbare Hochfrequen-
zapproximation, solange 371(z) > ¢ ist, d.h. solange der seismische Strahl, den wir der Welle
zuordnen koénnen, nicht horizontal verlauft. Wenn die Geschwindigkeit z.B. mit wachsender Tiefe
abnimmt, oder aber, wenn sie zwar zunimmt, aber nirgendwo den Wert ¢! erreicht, ist (3.142)
fiir alle z geeignet.

Der Fall, der uns hier vor allem interessiert, ist aber der, dass bei mit z wachsender Geschwindigkeit
eine Tiefe z; mit 3(zs) = ¢! erreicht wird. In dieser Tiefe, in der der Strahl horizontal verliuft,
divergiert (3.142): (3.129), (3.131) und (3.132) reichen nicht aus zur Beschreibung des Wellenfeldes
im Bereich von Strahlscheiteln. Betrachtet man (3.142) fiir z > z; (mit 8(z) > S(zs), d.h. die
Geschwindigkeit nimmt weiter zu), so ergibt sich wieder ein sinnvolles Resultat: das Integral
im Exponentialterm von z, bis z ist imaginédr und fithrt zu einer exponentiellen Abnahme der
Amplituden mit wachsendem z. Unterhalb des Strahlscheitels klingt die SH-Welle also wie erwartet
ab. Fiir z < z4 ist das Wellenfeld mit (3.142) allein unvollstéindig beschrieben, denn (3.142) stellt
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nur die nach unten laufende (einfallende) SH-Welle dar. Fiir die vom Strahlscheitel nach oben
laufende (reflektierte) SH-Welle gilt ein ganz dhnliches Gesetz:

1(0)s(0)]* : -
vi(x, z,t) = RA(0) {u(z)s(z)} exp [zw (t qx +/0 s(C)dC)] (3.144)
dass diese Welle nach oben lduft, folgt aus dem positiven Vorzeichen des Integrals im Exponential-
term. R ist, wie man durch die Wahl z=0 in (3.142) und (3.144) erkennt, das Amplitudeverhéltnis
vi(x,0,t)/vo(2,0,t) von reflektierter und einfallender Welle und damit der Reflezionskoeffizient
des inhomogenen Halbraums z>0. Seine Bestimmung erfordert eine quantitative Verkniipfung des
gesamten Feldes vg + vy fiir z < z; mit dem erwéhnten exponentiell geddmpften Feld fiir z > zg,
die, wie gesagt, mit der bisher benutzten Hochfrequenzapproximation der Bewegungsgleichung
nicht moglich ist.

Diese Verkniipfung ist aber moéglich mit einer anderen Hochfrequenzapproximation von (3.128),
némlich einer Wellengleichung mit tiefenabhéngiger Geschwindigkeit:

V2 = aZxZ/ + aZxZ/ =1 62‘2/
) B 611 0z B2(z) Ot (3145)
3 (2)

Auch diese Hochfrequenzapproximation gilt unter der Voraussetzung (3.134), wie man durch Ein-
setzen in (3.128) zeigen kann.

Fiir ebene Wellen folgt dann mit dem Ansatz
V(x, z,t) = B(z) exp [iw(t — qz)]
aus (3.142) eine gewohnliche Differentialgleichung fiir B(z):
B"(2)+w® [87%(2) — ¢*] B(z) =0 (3.146)

Man muss nun diese Gleichung fiir grofie w 16sen. (Die Losungen von B”(z)+w?f(2)B(z) = 0 in der
Nachbarschaft der Nullstellen von f(z) und fiir groe w heiflen allgemein WKBJ-Losungen, nach
Autoren, die sich mit diesem Thema beschéftigt haben - Wentzel, Kramers, Brillouin, Jeffreys).
Fiir z < z, ergibt sich fiir v die bereits bekannte Superposition von (3.142) und (3.144) der
einfallenden und der reflektierten Welle, und fiir z > z, die oben skizzierte exponentiell gedampfte
Losung. Denn Fall, dass z in unmittelbarer Nihe von z, liegen, miissen wir nun genauer betrachten.
Wir approximieren den Koeffizienten w?s?(z) von B(z) (mit s(z) aus (3.143)) linear und erhalten
mit s%(z,) = 0,8(z5) = ¢! und B'(z,) > 0:

B"(2) — 20w*¢* B (25)(2 — 25)B(2) =0 (3.147)

Diese Gleichung lédsst sich mit der Substitution

W=

y(z) = [20°¢° ' (25)]
auf die Differentialgleichung der Airyfunktionen,

C"(y) —yC(y) =0

zuriickzufithren. Thre fiir unsere Zwecke interessante Losung C'(y) = Ai(y) ist im Anhang E auf
S. 155 erwiihnt und skizziert (mehr iiber Airyfunktionen findet man im auf S. 71 angegebenen
Handbuch von Abramowitz und Stegun). Tiefen z <> z;entsprechenden Argumenten y <> 0 von
Ai(y). Aus der Skizze auf S. 157 schlieBt man dann: der Ubergang von der oszillatorischen Losung
B(z) von (3.147) fiir z < z, zur exponentiell geddmpften Losung fiir z > z; geht ohne Singularitit
von sich. Das gilt dann auch fiir die Verschiebung v, im Gegensatz zu dem, was man aus (3.142)
und (3.144) folgern wiirde.

(z — zs) (3.148)



3.10. TOTALREFLEXION AN EINEM VERTIKAL INHOMOGENEN MEDIUM 91

Der oszillatorische Verlauf von B(z) fiir z < z; bedeutet, dass einfallende Welle vy und Reflex-
ion v; eine stehende Welle bilden mit Verschiebungsknoten in der Tiefe, die den Nullstellen der
Airyfunktion entsprechen. Der Reflexionskoeffizient R in (3.144) wird nun so bestimmt, dass
die Superposition von (3.142) und (3.144) in ihrem z-abhingigen Teil gerade mit dem Verlauf
der Airyfunktion iibereinstimmt. Dabei kann man wegen der Annahme hoher Frequenzen die
asymptotische Form von Ai(y) fiir betragsgrofle negative y benutzen:

Ai(y) ~ 7% |y| ¥ sin (% % + %) (3.149)
Weiter ist fiir z < z,:
vo+v1 = A(0) 52232523] : exp [iw (t —qx — fozs st)} (3.150)
{exp w fzzs sd(] + Rexp [in fozs sdd - exp [—iw fzzs sdg]}

Die z-Abhéngigkeit von vy + v; wird durch die geschweifte Klammer bestimmt. Sie wird nun
geniihert berechnet. Mit der bereits bei (3.147) benutzten Niherung w?s?(¢) = 2w?¢®' (25) (25 —¢)

folgt
w / sd¢

£ [P0 ] [ - b
= 4+ [2w2q3ﬁ'(zs)]% %(zé — z)%

— 123

= 5 |?J|

= 4Y

mit y = y(z) aus (3.148). Das positive (negative) Vorzeichen gilt fiir positive (negative) Frequen-
zen. Damit lautet die geschweifte Klammer in (3.150)

{. . } _ eiiY + ZeiiY
mit der Abkiirzung
7 = Rexp {in/ sdQ] . (3.151)
0

Versucht man Z = +4 fiir w <> 0, so ergibt sich

(1+4)(cosY +sinY) = 2%(1 +14)sin (Y + %)

1 2 3 7
22(1+4)sin | = |y|? + —
(iysin (3 1ol? + §)

und damit die gewiinschte Ubereinstimmung mit dem wesentlichen Term in (3.149). Z = 4i in
(3.151) ergibt den Reflexionskoeffizient in der WKBJ-Approzimation:

R = ZIS_I exp [72iw1fozs (C)d(]
s(Q) = [0 -7 (3.152)
Bzs) = ¢ = %

Sein Betrag ist 1 (Totalreflexion), er beschreibt nur Phasenverschiebungen. Zu der laufzeitbe-
dingten Phasenverschiebung im Exponentialterm von R kommt noch eine konstante Phasenver-
schiebung +7/2 fiir w <> 0 hinzu. Vergleicht man mit den Reflexionskoeffizienten geschichteter
Medien, die wir frither ohne jede Approximation abgeleitet haben, so sieht man, dass die Form
(3.152) eine einfache ist. Sie gilt nur fiir hinreichend hohe Frequenzen (Bedingung (3.134)) und
fiir Einfallswinkel ¢ mit Totalreflexion. Reflexionskoeffizienten vom Typ (3.152) sind von einiger
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praktischer Bedeutung fiir die Seismologie, mehr noch aber fiir die Untersuchung der Schallaus-
breitung im Ozean oder der Radiowellenausbreitung in der Tonosphire (vgl. z.B. die Biicher von
Budden (1961) und von Tolstoy und Clay (1966)).

Die reflektierte SH-Welle am Ursprung folgt durch Einsetzen von (3.152) in (3.144):

01 (0,0,1) = A(O)iﬁ exp [iw (t —9 /O s(g)dg)] (3.153)

Die Grofle ;
=9 d
() / S(Q)dC

heifit Verzogerungszeit und gibt die Zeitdifferenz zwischen den Durchgéngen von einfallender und
reflektierter Welle durch den Ursprung an.

reflektierte Wellenfront einfallende Wellenfront

z=0

Diese Zeitdifferenz entspricht (vgl. die Skizze) z.B. den Strahlsegmenten AC, BD, oder OP. Man
beachte, dass die Wellenfronten fiir 2>0 gekrimmt sind; nur im homogenen Bereich z<0 sind sie
eben.

Die Skizze veranschaulicht auch, dass die Linie z = z, die Einhiillende sdmtlicher Strahlen des
Problems ist. Solche Hiillkurven (oder Hiillflichen) heilen Kaustiken (Brennlinien, Brennfléchen)
und sind durch besondere Energie-Konzentration charakterisiert; im Rahmen der Amplituden-
Néherungsformel (3.140) wiirden sich fiir einen Punkt P direkt auf der Kaustik z = z; unendlich
grofe Amplituden ergeben wegen di(P)=0. Die oben gefundene zusitzliche Phasenverschiebung
von +3 kann man physikalisch interpretieren als Folge der starken Wechselwirkung jedes Strahls
mit seinen Nachbarstrahlen im Bereich der Kaustik. Kompliziertere Kaustiken als hier treten in
vertikal inhomogenen Medien auf, wenn die anregende Welle von einer Punkt- oder Linienquelle
herriihrt. Auch in solchen Fillen ist die Phasenverschiebung pro Kaustikberiihrung eines Strahls
mit guter Naherung £3. Noch kompliziertere Kaustiken gibt es in zwei- und dreidimensional
inhomogenen Medien.

Impulsanregung und WKBJ-Seismogramme

Féllt nun statt der zeitlich harmonischen Welle eine impulshafte Welle ein, die am Ursprung die
Verschiebung vo(0,0,¢) = F(t) erzeugt, so folgt aus (3.153), dass die zugehorige Reflexion die
zeitverschobene Hilbert-Transformierte von F(t) ist (vgl. S.53):

v1(0,0,8) = F(t — 7(q)) (3.154)
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Dieses Ergebnis besagt, dass die Reflexion fiir alle Einfallswinkel ¢ (bzw. Strahlparameter oder
horizontale Langsamkeiten ¢) bis auf die Zeitverschiebung 7(¢q) gleich aussieht, und weicht damit
von der Ergebnissen fiir eine Diskontinuitdt 1.0rdnung auf S.54 ab (dort traten bei Totalreflexion
noch Anderungen der Impulsform mit ¢ auf).

Beim Ubergang von ebenen Wellen zu Zylinderwellen benutzt man das Prinzip der Uberlagerung.
Man stellt die Zylinderwelle, die von einer isotrop strahlenden Linienquelle im Ursprung ausgehen
soll, durch viele ebene Wellen mit Abstrahlwinkeln ¢ von 0 bis 7/2, entsprechend positiven Werten
von ¢, dar und superponiert analog die Reflexionen. Zunéchst verallgemeinert man dazu (3.154)
fiir beliebige x > 0:

v1(z,0,t) = Fiy (t — 7(q) — qx) = Fu(t) * 6 (t — 7(q) — qx)

Dann integriert man diese ebenen Wellen iiber ¢ von 0 bis 7/2 und erhilt so das WKBJ-
Seismogramm in der Entfernung z von der Linienquelle:

i

v1(2,0,t) = Fy(t) * /02 0(t—7(q) —qx)dp = Fy(t) x I(x,t) (3.155)

Das Impuls-Seismogramm I(x,t) ldsst sich numerisch relativ einfach berechnen:

Ia,t) = 3200t = 1) A }

t; = (@) + @z, q = % (3.156)
Normalerweise macht man die ¢; gleichabstindig (Ayp; = Ay = const). Die Deltafunktionen
werden von den Zeitpunkten ¢; auf die jeweils unmittelbar benachbarte Stiitzstelle von I(x,t)
geschoben und haufen sich dort gegebenfalls an; de facto stehen in einer diskretisierten Version von
I(z,t) dort Vielfache von Ap. I(x,t) wird dann als Ganzes mit Fp(t)gefaltet. Am aufwendigsten
ist die Berechnung der Verzogerungszeit 7(g;); hierfiir gibt es aber effektive strahlenseismische
Methoden. Im Vergleich zur Reflektivitdtsmethode und auch zur generalisierten Strahlentheorie ist
die Methode der WKBJ-Seismogramme ganz erheblich schneller. Es gibt auch andere numerische
Realisierungen dieser Methode als (3.155) und (3.156).

WKBJ-Seismogramme haben wegen der Uberlagerung vieler ebener Wellen andere Phasenbeziehun-
gen bzw. Impulsformen, als man auf Grund von (3.152) bzw. (3.154) erwarten wiirde. Vorlaufende
Laufzeitéste (vgl. S.83) weisen gar keine Phasenverschiebung auf, d.h., man erhélt dort die Im-
pulsform der anregende Zylinderwelle; Phasenverschiebungen und Impulsverformungen sind auf
riicklaufende Laufzeitéste beschrankt. Auflerdem sind die Seismogramm-Amplituden im Bereich
der Umkehrpunkte von Laufzeitkurven regular.

WKBJ-Seismogramme fiir ein einfaches Kruste-Mantel-Modell und eine Linienquelle an der Er-
doberflache sind im folgenden Bild zu sehen. Die Rechnung wurde mit einem Programm fiir
SH-Wellen durchgefiihrt, obwohl das Geschwindigkeitsmodell fiir P-Wellen gilt; eine P-Wellen-
Rechnung wiirde prinzipiell dasselbe ergeben. Der Laufzeitast der Reflexion Py; P von der Kruste-
Mantel-Grenze ist riicklaufend und der der refraktierten Welle P,, aus dem obersten Mantel vor-
laufend.

not found!
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5 6 7 8 9 Geschwindigkeit
(km/s)

304
361

80
(km)

Die Impulsformen dieser Wellen sind wie erwartet: P,, hat die Form der von der Quelle abges-
trahlten Welle, wihrend Py P etwa wie die Hilbert-Transformierte dazu aussieht.

In Entfernungen, die kleiner als die kritische Entfernung (ca. 100km) sind, nehmen die Ampli-
tuden stark ab. Am kritischen Punkt selbst, der auf einer schrig durch die Erdkruste laufenden
Kaustik liegt, bleibt das Wellenfeld regulér.

Bei seismologischen Anwendungen von WKBJ-Seismogrammen sollte man immer ihren Ndherungscharakter
bedenken, der durch die Hochfrequenzform (3.152) des Reflexionskoeffizienten bedingt ist. Diese

ist fiir Bereiche der Erde nicht ausreichend, in denen die Wellengeschwindigkeiten und die Dichte

sich schnell mit der Tiefe dndern (z.B. an der Kern-Mantel-Grenze oder an der Grenze des inneren

Kerns).



Kapitel 4

Oberflachenwellen

4.1 Freie Oberflichenwellen in geschichteten Medien

4.1.1 Grundgleichungen

Neben den Raumwellen, die bis zu beliebigen Punkten in der Erde vordringen koénnen, gilt es
auch Wellen, die auf die Nachbarschaft der Erdoberfliche beschrinkt sind: Oberfidchenwellen.
Sie laufen der Erdoberfliche entlang, und ihre Amplituden sind nur in einem Tiefenbereich von
der Groflenordnung weniger Wellenldngen wesentlich von Null verschieden. Darunter gilt es prak-
tisch keine Verschiebung. Wegen dieser Beschrankung auf die N#he der Erdoberfliche ist die
Amplitudenabnahme mit der Entfernung vom Anregungsort geringer als bei Raumwellen, die sich
dreidimensional ausbreiten. Daher sind die Oberflichenwellen zumeist die dominierenden Erschei-
nungen in den Registrierungen von Erdbebenstationen. FEine weitere markante Eigenschaft ist
ihre Dispersion, d.h. sie haben eine frequenzabhingige Ausbreitungsgeschwindigkeit, so dass in
den entsprechenden Wellengruppen im Seismogramm die Frequenz mit der Zeit variiert (vgl. die
Beobachtungsbeispiele auf S. 106).

In diesem kurzen Uberblick haben wir Beobachtungen und Erklirung bereits zusammengefasst.
Das Verdienst der ersten Erforscher der Oberflichenwellen (Rayleigh, Lamb, Love, Stoneley u.a.)
ist es, die theoretischen Ansétze gefunden zu haben, mit denen die wesentlichen Beobachtungen
erkliart werden kénnen. Der Kernpunkt dieser Ansétze ist die Formulierung als Figenwertproblem
unter Vernachldssigung der Quelle der elastischen Wellen. Im einzelnen bedeutet dies folgendes.
Wir betrachten einen geschichteten Halbraum mit Paramertern wie in der Skizze; seine Oberfléche
sei frei.

7z=2,=0 X
=z,=
al o‘lvﬁupll)\l!u.
I
l
|
5
9 o 6.8
. I
Z an,ﬁh !p‘l 1)}‘\ 1”!
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Wir arbeiten mit kartesischen Koordinaten z,y,z und nehmen Unabhdngigkeit von y an. Dann
konnen wir alle Gleichungen aus Abschnitt 3.6.2 iibernehmen, die dort zur Vorbereitung der Un-
tersuchung von Reflexion und Brechung zusammengestellt worden waren. Ebenso gilt auch hier
die Unterscheidung von P-, SV- und SH-Anteilen der Verschiebung und die Tatsache, dass P-SV-
Anteile einerseits und SH-Anteile andererseits sich unabhéngig voneinander ausbreiten. Ober-
flichenwellen vom P-SV-Typ heiflen Rayleighwellen. Sie sind in der z-z-Ebene polarisiert:

9 oV
8% L 5% (4.1)
0z o

z

Horizontalverschiebung « =
Vertikalverschiebung w =

Die Potentiale ® und ¥ in jeder Schicht erfiillen Wellengleichungen:
VA = —— (4.2)

Oberflaichenwellen vom SH-Typ heilen Lovewellen. Sie sind in y-Richtung polarisiert, und fiir die
Verschiebung v in jeder Schicht gilt ebenfalls eine Wellengleichung;:
1 0%

2
Vo= e

(4.3)

Die Randbedingungen sind auf S.47 angegeben.

Die Ansdtze fiir ®;, ¥, und v; in der j-ten Schicht des Modells lauten bei zeitlich harmonischen
Verlauf (w > 0)

0} {50 bl (oDl { 50 frosasas

und

vj Cj(z)exp {iw (t — E)} = Cj(z) exp [i (wt — kz)]. (4.5)
c

Wir fragen dann: Unter welche Umstédnden gibt es eine ebene Welle, die sich in z-Richtung mit

der Phasengeschwindigkeit ¢ ausbreitet, wobei ¢ in allen Schichten gleich ist? Wie grof ist ¢? Gibt

es Funktionen A;(z), Bj(z) und C;(z) derart, dass

An(z)
lim ¢ Bu(z) =0 (4.6)

ist?

Das so gestellte Problem ist ein Eigenwertproblem und c¢ bzw. die Wellenzahl k¥ = w/c sein
FEigenwert. In vielen Féllen gibt es (bei festem w) eine endliche Anzahl (>1) von Eigenwerten.
Das Problem ist vergleichbar mit dem Problem, die Frequenzen der Eigenschwingungen (oder
freien Schwingungen) von begrenzten Korper (Balken, Platten, Kugel etc.) zu bestimmen (vgl.
Ubung 4.1.1).

Uns interessiert nur der Fall, dass die Eigenwerte reell (>0) sind. Er hat die grofite praktische
Bedeutung. Die entsprechenden Oberflichenwellen heilen Normalmoden (engl normal modes).
Es gibt aber auch Wellen, die sich mit komplexen k beschreiben lassen: k = k1 — ika (k12 > 0).
Diese Oberflichenwellen heifilen verlustbehaftete Moden (engl. leaking modes), weil ihre Ampli-
tude in Ausbreitungsrichtung abnimmt, und zwar exponentiell geméifl exp(—koz). Thre Phasen-
geschwindigkeit ist w/k;.

Der Ansatz mit ebenen Wellen vernachléssigt den Einfluss der Anregung. Das ergibt eine starke
Vereinfachung des Problems. Solche Oberflichenwellen heiflen frei im Gegensatz zu erzwungenen
Oberflichenwellen, die durch definierte Quellen angeregt werden. Auch in Bezug auf die Anregung
ist die Analogie zu den (freien bzw. erzwungenen) Schwingungen begrenzter Korper hilfreich.
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Die Behandlung freier Oberflichenwellen ist eine wichtige Voraussetzung fiir die Untersuchung
erzwungener Oberflichenwellen (vgl. Abschnitt 4.2). Es wird sich zeigen, dass die dispersiven
Eigenschaften beider Wellentypen gleich sind. Da diese Eigenschaften von der Schichtung des
Mediums abhéngen, lassen sie sich zu Riickschlissen auf das Medium gebrauchen. Daher ist die
Untersuchung der Dispersion freier Oberflichenwellen von grofler praktischer Bedeutung.

Ubung 4.1:

Die Radialschwingungen einer fliissigen Kugel mit P-Geschwindigkeit o werden durch das Potential
®,,(r,t) ~ (e“nt/r)-sin(w,r/a) beschrieben (n=1,2,3...). Man bestimme die Eigenfrequenzen w,,
aus der Bedingung, dass die Kugeloberfliiche r=R spannungsfrei ist (p,, aus Ubung 3.4), und gebe
die Radialverschiebung an Wy liegen Knotenflichen?

4.1.2 Rayleightwellen an der Oberfliche eines homogenen Halbraums

Der Halbraum (z > 0) habe die Geschwindigkeiten o und 3 fiir P- bzw. S-Wellen. Wir setzen die
Ansétze
O = A(z)exp[i (wt — kx)] und ¥ = B(z)exp [i (wt — kx)] (4.7)

in die Wellengleichungen (4.2) mit V? = §2/92% + 9% /92?* ein und erhalten so Differentialgleichun-
gen fiir A(z) und B(z). Zum Beispiel ergibt sich fiir A(z)

C2

A'(2) + K (E - 1) A(z) = 0.

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist
_ _ 2 3
A(z) = Aje 0% 1 Aye™0% mit § = <—2 - 1> .
@

Wegen (4.6) muss ¢ rein imaginér sein, z.B. negativ imaginidr. Dann muss A; = 0 sein. Aus den
Eigenschaften von ¢ folgt bereits eine Aussage iiber die Phasengeschwindigkeit der Rayleighwelle:
¢ < a. Es gilt also

A(z) = Ayem ko=,

und analog erhélt man '
B(Z) _ Ble—zkéz

mit v = (c?/ 62)1/2 (negativ imaginér). Hierdurch wird ¢ weiter eingeschrinkt: ¢ < 3.
Die Potentialansétze (4.7) lauten also jetzt:
O = Ajexp[i (wt — kx — kdz)], U = Byexp|i(wt — kx — kvyz)] (4.8)

Setzt man sie in die Randbedingungen p.. = pye = 0 fiir z=0 mit p,, und p., aus (3.29) ein, so
ergibt sich:

w? )\

—— A1 +2(-k0*A1 —K*yBy) = 0
o p
—2k%*6A1 + (—k*+k*¥*)B1 = 0
Division durch —k? und Verwendung von \/u = (a? — 2/3%)/3? liefert:

2 o? — 232 2
ET +2 (@ - 1):| Ay +2vB;

I
o

CQ
204, + <2@> By = 0
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Hieraus folgt:
(;—22—2)A1+2731 = 0
—26A; + (B— - 2) B = 0

Dieses Gleichungssystems hat nur dann nichttriviale Losungen A; und Bj, wenn seine Determi-
nante verschwindet. Das ergibt eine Bestimmungsgleichung fir c:

C2 2

Im uns interessierenden Bereich 0 < ¢ < [ ist
2 2 2\ 3 2\ 3
o) =a(1-5) (1-5) .
32 32 o2

2 6 4 62 2 52

Die Losung ¢ = 0 ist nicht von physikalischem Interesse, daher brauchen wir nur die eckige
Klammer zu untersuchen. Fiir ¢ = 0 ist sie negativ und fiir ¢ = [ positiv. Daher gibt es zwischen
0 und g tatsichlich (mindestens) eine reelle Losung von (4.10). Das Eigenwertproblem hat also
eine Losung - entlang der Oberfliche eines homogenen Halbraums kann eine Welle laufen, deren
Amplituden mit der Tiefe abklingen. In diesem einfachen Fall liegt keine Dispersion vor: c ist
unabhéngig von w.

Im Sonderfall A = u (also o = 3v/3) gilt ¢ = 0,923. Ganz allgemein ist die Rayleighwelle nur
wenig langsamer als die S-Welle.

(4.9)

Quadriert ergibt

Wir untersuchen noch die Verschiebungen der Rayleighwelle:
u= (fikAle_ikéz + ik'yBle_“Wz) exp [i (wt — kx)]

Mit By = — (¢?/26% — 1) A; (aus (4.9)) wird

. 2 .
u=—ikA; [e”“sz + <26? - 1> ezhz} exp [i (wt — kx)] . (4.11)
efikziz + i 1 efikfyz — a(z)
232

Analog ist ' .
w = (fikéAle_lk‘sz - ikBle_“WZ) exp [i (wt — kx)].

Mit By = 64 (¢?/26% — 1)_1 (aus (4.9)) erhilt man

2 —1
w= —ik§A; |e” O 4 (26—62 - 1) e_ilwz] exp [i (wt — kx)]. (4.12)
2 _1
—ikdz c —ikyz
e + 3 1 e =b(2)
Wir nehmen an, dass A; positiv reell ist, und gehen zu den Realteilen von (4.11) und (4.12) iiber:
u = kAja(z)sin(wt — kx)

= —|0|kA1b(z) cos(wt — kx)

Fiir 2=0 gilt a(0)>0 und b(0)<0. In diesem Fall sehen u und w als Funktionen der Zeit etwa wie
folgt aus:



4.1. FREIE OBERFLACHENWELLEN IN GESCHICHTETEN MEDIEN 99

S [
\)utzz; N %

Ausbreitungsrichtung

Der Verschiebungsvektor beschreibt eine FEllipse, die retrograd durchlaufen wird.

Fiir hinreichend grofie z dominiert wegen |y| < [d| in a(z) und b(z) der zweite Term, so dass
dort beide Funktionen negativ sind. Der Verschiebungsvektor beschreibt wieder eine Ellipse, die
aber nun prograd durchlaufen wird. Der Ubergang von retrograder zu prograder Durchlaufrich-
tung erfolgt in der Tiefe, wo a(z)=0 ist. Fiir A = p ist das etwa fiir z = 0,2A der Fall, wobei
A = 27nc/w = 27 /k die Wellenléinge ist. Diese Tiefe bildet eine Knotenfliche der Horizontalver-
schiebung.

Elliptische Polarisation des Verschiebungsvektors und die Existenz von Knotenfliche der Ver-
schiebungskomponenten sind auch Charakteristika von freien Rayleighwellen in geschichteten Me-
dien. Bei diesen kommt als wichtigstes Merkmal noch die Dispersion hinzu.

Auf S.4.1.2 sind theoretische Seismogramme fiir eine Explosions-Punktquelle in einem homoge-
nen Halbraum und Beobachtungspunkte auf seiner Oberfliche wiedergegeben (Rechnung mit der
exakten Strahlentheorie fiir Punktquellen, vgl. Abschnitt 3.8).

not found!

Die Rayleighwelle ist also eine erzwungene. Die Pfeile an den Seismogrammen geben die theo-
retischen Einsatzzeiten r/c wieder, wo ¢ die Phasengeschwindigkeit der freien Rayleighwelle ist.
Der auf S. 99 angegebene Hodograph eines Punktes der Oberflache, also dessen Bahnkurve beim
Durchgang der Rayleighwelle, hat grob elliptische Form. Die Resultate der Theorie der freien
Rayleighwelle werden also recht gut bestétigt.

Ubung 4.2:

Gilt es beim homogenen Halbraum freien Lovewellen?

4.1.3 Lovewellen an der Oberfliche eines geschichteten Halbraums

Matrizenformalismus und Modenbegriff

Als Beispiel fiir Oberflichenwellen in geschichteten Medien behandeln wir Lovewellen, also Ober-
flichenwellen vom SH-Typ. Wir diskutieren zunéchst den allgemeinen Fall beliebig vieler Schicht-
en und geben hierzu das numerische Verfahren an, mit dem die Dispersionsbeziehungen ¢ = c¢(w)
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oder k = k(w) berechnet werden kénnen. Dann besprechen wir den Fall einer Schicht auf einem
Halbraum néher.

Wir gehen von den Grundgleichung in Abschnitt 4.1.1 aus und setzen den Ansatz (4.5) fiir
Lovewellen in die Wellengleichung (4.3) fiir die Verschiebung in y-Richtung ein. Auf diese Weise
erhalten wir in Analogie zu (4.8)

v;j = Djexp i (wt — kx + kv, (2 — 2;))] + Ej exp [i (wt — kx — kv, (2 — 2;))] (4.13)

wo D; und F; nun Konstanten sind und

C2 ?
()
J

ist. Wir vereinbaren, dass ; positiv reell oder negativ imaginér sein soll, je nachdem, ob sein
Radikand positiv oder negativ ist. Im Halbraum (j = n) muss dann wegen (4.6) 7, negativ
imaginér, also ¢ < 3, und

D, =0 (4.14)

sein.

Die Randbedingungen fordern fiir z = 21, 29,..., 2, Stetigkeit der Tangentialspannung pdv/0z
und fiir z = z9, 23, . . ., 2, auch noch Stetigkeit der Verschiebung v. Aus dvy/0z =0 fiir z =2, =0
folgt

Ey = Ds. (4.15)

Fiir z = z; (j > 2) ergeben sich aus v; = v;—1 und p;0v;/0z = p;—10vj_1/0z folgende Gleichun-
gen fiir D; und E; in Abhéngigkeit von D;_; und E;_q:

Dj +Ej — Dj_leik'yjfld]‘—l +Ej_1€72k7j’ldj’l
i—17Yj—1 ik ) ik )
Dj — E] = Mjij [Dj7161k7171d171 _ Ejfle zk’YJfld]*I:I
Hii

Wie in Abschnitt 3.6.5 bietet sich hier eine Matrizenschreibweise an:

D; — leikﬁjfldjfl L+m; (1- Wj)efmikwfldjfl Dj (4.16)
E; 2 L= (Lmy)e2Fdi Ei1
oder :
D, B ) ) Dj
< o ) = Schichtmatrix mj< E;y >
n = Hij—17j-1
! HiYj

Sukzessive Anwendung von (4.16) fithrt auf

Dn —m. -m . e D1 *M D1 o M11M12 D1
E, ) T oot TR E )T B )\ Mo My B )

M ist das Produkt der Schichtmatrizen.
Mit (4.14) und (4.15) ergibt sich die Bestimmungsgleichung fiir ¢ oder % als Funktion von w und
den Schichtparametern (Dispersions-Gleichung),

Mi1 + Mg = 0. (4.17)

Diese Gleichung muss normalerweise mit numerischen Methoden gelost werden. Man gibt hierzu
einen Wert von ¢ aus dem in Frage kommenden Intervall von 0 bis 3,, vor, berechnet M+ M9 iiber
die Multiplikation der Schichtmatrizen als Funktion von w im interessierenden Frequenzbereich
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und bestimmt ihre Nullstellen. Dann variiert man ¢ und bestimmt die entsprechend verschobenen
Nullstellen erneut, usw.. Ob es iiberhaupt Nullstellen gibt, und wenn ja, wie sie liegen, hingt
vom Verlauf der S-Geschwindigkeit und der Dichte mit der Tiefe ab. Jede Nullstelle liefert (s.
Skizze) einen Ast der Dispersionskurve der Phasengeschwindigkeit, ¢;(w). Jeder Ast hat eine untere
Grenzfrequenz v; = w; /21 (engl. cutoff frequency). Theoretische Dispersionskurven werden als
Funktion der Frequenz, der Periode oder auch der Wellenzahl berechnet (im letzten Fall ist die
Frequenz dann festgelegt), experimentelle Kurven sind zumeist Funktionen der Periode.

c(w) ! !

Das Wellengeschehen in dem Halbraum, das einem bestimmten Ast der Dispersionskurve entspricht,
wird als Mode bezeichnet. Bei Lovewellen handelt es sich speziell um Normalmoden vom SH-Typ.
die sich ungedampft ausbreitet. Der Modenbegriff gilt auch fiir Rayleighwellen und fiir verlustbe-
haftete Oberflichenwellen. Man unterscheidet die Moden durch ihre Ordnung: 1.Mode, 2.Mode,
usw..

Oft wird auch die 1.Mode als Grund- oder Fundamentalmode bezeichnet, und die Zahlung (1.Mode,
2.Mode, usw.) beginnt erst danach. Aufler durch ihre dispersiven Eigenschaften unterscheiden sich
die Moden durch die Zahl ihrer Knotenflichen. Diese ist etwa (bis auf +1) gleich der Ordnung.
Welche Moden in realen Situationen auftreten, hingt vom Frequenzbereich ab, in dem die Quelle
abstrahlt, und von ihrer Tiefenlage (vgl. Abschnitt 4.2). Bei Erdbeben tragen zumeist nur wenige
Moden, oft nur die Grundmode, zu den Oberflichenwellen bei. In der theoretischen Seismogramm-
Montage auf S.69 bestehen die Lovewellen im wesentlichen aus der Grundmode.

Sonderfall n=2

Im Fall einer einzigen Schicht iiber einem Halbraum lautet die Dispersionsgleichung (4.17)

—2ikmdy _ M2t 1 _ v + poye
n2—1 H17Y1 — p272

e (4.18)

mit y1,0 = (/675 — 1)Y/2. ~, ist negativ imaginir und ¢ < fBs.

Ist 31 > [2, so ist auch 1 negativ imaginir. Dann ist die rechte Seiten von (4.18) reell und grofier
als 1. Die linke Seite ist auch reell, aber kleiner als 1. Es gibt daher keine reelle Losung ¢ von
(4.18) in diesem Fall.

Die S-Geschwindigkeit im Halbraum muss also grofler als in der Schicht sein: G2 > (1. In diesem
Fall kénnen wir Werte von ¢ zwischen 0 und (3; mit derselben Argumentation wie bei 31 > [
ausschliefen. Es bleiben also Werte von ¢ zwischen 31 und s iibrig. In diesem Fall ist v positiv
reell, und beide Seiten in (4.18) sind komplex. Der Betrag beider Seiten ist gleich 1. Daher ergibt
die Gleichsetzung der Phasen die Dispersionsgleichung der Lovewellen:

—2kvy1d; = —2 arctan M

K171
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Hieraus folgt:
2 _ g-2)? .
M = tan [wdl (B2 —c?) 2} (4.19)
p (B2 —c2)?
Diese transzendente Gleichung 16st man durch Vorgabe von ¢ mit 1 < C' < 82 und Umkehrung des

Tangens, woraus das zugehorige w folgt (bzw. die zugehérigen w). Fiir eine allgemeine Diskussion
fithren wir aber eine Variable z ein:

[SIE

z(c) = wdy (B7%—c7?)
clr) = —wd (4.20)

242 bl
w d1_$2 2
/32

1

Damit wird die linke Seite von (4.19):

=

—2 _ p-2\3
po (¢ — o o 3
A oB ) g (o - %) - )t = s
pr (B2 —c2)?
(4.19) lautet dann
f(z,w) = tanz.
Veranschaulichung:
| | |
| | |
-
. tanx\ | |
| | |
ofaw) /o :
| | |
| | |
| | |
S : | |
o x I /mxx 3m Jom X
12 12 |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
f(z,w) ist zwischen =0 und seiner Nullstelle
zo =wdy (87 — B57°)° (4.21)

reell. Diese Nullstelle wandert in Abhéngigkeit von w nach rechts und bewirkt, dass immer mehr
Schnittpunkte von f(z,w) und tanz erstehen. Der Schnittpunkt z; = a;(w) ergibt, in ¢(z) aus
(4.20) eingesetzt, die Dispersionsbeziehung der i-ten Mode (i =1,2,...):

ci(w) = wi (4.22)

1
2d2 b}
(wgfl - zf(w)) ’

Die i-te Mode tritt nur auf, wenn g > (i — 1)7 ist. Mit (4.21) ergibt sich hieraus ihre untere
Grenzfrequenz zu

(4.23)
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Die i-te Mode existiert nur fiir Frequenzen v > v;, die erste Mode (Grundmode, i=1) gibt es
immer.

Die Phasengeschwindigkeit jeder Mode bei ihrer unteren Grenzfrequenz ergibt sich am einfachsten
aus der Tatsache, dass dort der Tangens in (4.19) verschwindet:

ci(wi) = ﬁg (424)
Fiir w — oo geht z; — (i — 1/2)7 und der Tangens in (4.19) gegen co. Daher muss
lim ¢;(w) =5 (4.25)

sein. Eine obere Grenzfrequenz gibt es nicht, und die Geschwindigkeiten von Schicht und Halbraum
sind die Grenzwerte der Phasengeschwindigkeit.

Ein berechnetes Beispiel fiir die Dispersionskurven der drei ersten Love-Moden eines Kruste-
Mantel-Modells, bestehend aus einem Halbraum mit einer Schicht dariiber, ist nachstehend wiedergegeben.

245
=3 B,=3.5 km/s
g =4.5 km/s
240 B
g p=2.8 glch
2 p,=3.3 g/crh
£33 d,=30 km
8

3.

0.01 0.1 1

Frequenzen (Hz)

AuBler den Kurven fiir die Phasengeschwindigkeit ¢ sind noch die fiir die Gruppengeschwindigkeit

dw de de c c

dk dk d\ ~ 1—2de T [ Tde

(4.26)

aufgenommen (A= Wellenlidnge, T= Periode). Die Gruppengeschwindigkeit kontrolliert, wie wir
noch im einzelnen sehen werden, die Ausbreitung eines Impulses von der Quelle zum Aufpunkt,
d.h., jede Frequenz lauft von der Quelle zum Aufpunkt mit ihrer Gruppengeschwindigkeit, nicht
mit ihrer Phasengeschwindigkeit. Aus Beobachtungen kann man sowohl die Phasen- als auch die
Gruppengeschwindigkeit ableiten (s. Abschnitte 4.1.4 und 4.1.5). Somit kann man beide zur
Interpretation benutzen.

Knotenflichen

Abschliefend untersuchen wir noch die Knotenflichen der Love-Moden im soeben diskutierten
Fall, also die Flichen, auf denen die Verschiebung verschwindet. Aus (4.13) folgt allgemein mit
(4.14) und (4.15):

vy = 2B cos(ky1z)exp i (wt — kx)] (Schicht)
vy = FEyexp(—ikya(z — d1)) exp [i (wt — ka)] (Halbraum)

Diese Ausdriicke gelten auch speziell fiir jede einzelne Mode, wobei deren Dispersionsbeziehung
(4.22) einzusetzen ist; der Zusammenhang zwischen F; und Fs ist Fy = 2F; cos(ky1dy).

Man sieht, dass an der Oberfliche z = 0 immer ein Schwingungsbauch vorliegt und dass Knoten-
flichen nur in der Schicht, nicht im Halbraum, auftreten. Ihre Lage ist durch die Nullstellen der
Kosinusfunktion bestimmt. Bei der i-ten Mode erhélt man sie aus der Gleichung

k'ylz:w(ﬂl_Q—c-_Q)%z: (2n—1)

3

g (n=1,2,...,N;), (4.27)
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wo N; ihre Anzahl ist, bestimmt durch z < d;.

Fiir die untere Grenzfrequenz w = w; aus (4.23) ist wegen (4.24)

Das ist erfiillt fir

2n —1
= i =1,2,...,N;=17—1.
z 2i72d1mltn ,2, N, =1
Fiir w = w; gibt es also i — 1 Knotenflichen. Thr Abstand ist
dy
Az = ;= 3,4,...).
z=—7 (=34,

Die erste Mode (i=1) hat keine Knotenfléiche, weder fiir w = w7 = 0 noch fiir endliche w > 0.

Das andere Extrem in der Frequenzskala jeder Mode ist w = 0o. Aus der Diskussion des Verhaltens
von ¢;(w) fiir w — oo (siche (4.25)) folgt

3 i o1
Jim o (572 =) = i 208 (" 5) &

Gleichung (4.27) fithrt also nun darauf, dass man alle z < d; sucht, die der Beziehung

G—%)ﬁizen—n

o 3

geniigen. Das sind die Werte

2n —1
= mitn=1,2,...,N; = i.
29 —1
Fiir w = oo gibt es also ¢ Knotenflichen mit dem Abstand
d
Az=—2 (i=23,..).
=3

Die Anderung gegeniiber den Verhiltnissen fiir w = w; besteht im Zusammenriicken der Knoten-
flichen, in einer allgemeinen Wanderung nach oben (zu kleineren Tiefen) und im Hinzutreten der
i-ten Knotenfliche z = d;. Letzteres bedeutet, dass fiir w = oo der Halbraum in Ruhe bleibt. Das
Bild auf S.104 zeigt quantitativ den Amplitudenverlauf der ersten drei Moden mit der Tiefe in
dem Kruste-Mantel-Modell, dessen Dispersionskurven auf S.103 angegeben wurden (die Periode
ist jeweils vermerkt). Diese Amplitudenverteilungen werden auch als Eigenfunktionen der Moden
bezeichnet.

w
o

Tiefe (km)

0
Normierte Verschiebung
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Ubung 4.3:

Man stelle die Dispersionsgleichung fiir freie Rayleightwellen in einem fliissigen Modell aus einer
Schicht tiber einem Halbraum auf und vergleiche sie mit (4.19). Man zeichne eine Skizze &hnlich
der auf S.102. Welcher Unterschied tritt speziell bei der ersten Moden auf?

4.1.4 Bestimmung der Phasengeschwindigkeit von Oberflichenwellen
aus Beobachtungen

Im letzten Abschnitt haben wir u.a. gesehen, wie man die Phasengeschwindigkeit einer Love-Mode
in einem geschichteten Halbraum berechnet, wenn dieser Halbraum gegeben ist. Auf dhnliche
(allerdings kompliziertere) Weise kann man Rayleighwellen behandeln.

Hier interessiert uns nun die Ableitung der Phasengeschwindigkeit aus Beobachtungen. Wir
nehmen an, dass nur eine Mode vorliegt. Ist das nicht der Fall, so muss mit Filterverfahren
eine bestmogliche Trennung der auftretenden Moden erreicht werden. Das sind zum Teil kom-
plizierte und aufwendige Methoden, die uns hier, wo es um das Grundsitzliche geht, nicht zu
beschiftigen brauchen. Einen Uberblick und Anwendungen findet man in dem Ubersichtsartikel
von D. Seidl und St. Miiller: Seismische Oberflaichenwellen, J. Geophys. 42, 283-328, 1977.

Wir rechnen mit ebenen Oberflichenwellen, vernachléssigen also die Anregung. Das so abgeleitete
Verfahren zur Bestimmung der Phasengeschwindigkeit ist fiir praktische Anwendung geniigend
genau. Das modale Seismogramm irgendeiner Verschiebungskomponente an der Erdoberfliche
lautet bei Ausbreitung der Mode in z-Richtung

u(z, t) = % /m A(w) exp [iw <t - ﬁ)] dw (4.28)

— 00

und stellt eine Superposition der bisher behandelten harmonischen Oberflichenwellen mit Hilfe des
Fourierintegrals dar. ¢(w) ist die Phasengeschwindigkeit der Mode und soll aus den Registrierungen
von u(x,t) abgeleitet werden. Da ¢ frequenzabhiingig ist, sind die Seismogramme fiir verschiedene
x verschieden. A(w) ist das Spektrum der Verschiebung an der (willkiirlichen) Stelle z=0. Das
Amplitudenspektrum ist |A(w)|, das Phasenspektrum ®(w) = arg A(w):

Aw) = |Aw)e™)

Wir nehmen an, dass u(z,t) fiir = 21 und © = 29 > x; bekannt ist, und machen eine Fourier-
analyse dieser Seismogramme:

1 [t

u(z12,t) = o GLQ(w)e"”tdw (4.29)

— 00

G12(w) ist das Spektrum des Seismogramms fiir # = 1 2. Der Vergleich von (4.29) und (4.28)
ergibt

Grafw) = [Gra()e= ) = ) exp | T2 | — 4@ ex |i (2(0) w22 .
Wenn der Zeitpunkt ¢=0 fiir beide Seismogramme derselbe ist, und wenn man aus den numerisch
bestimmten Phasen ¢j o(w), die normalerweise zwischen —7 und +n liegen, eventuelle Spriinge
um £27 entfernt hat, kann man die Phasen der linken und rechten Seite direkt gleich setzen:

L1,2
= P(w) — w2
@112(“‘}) (w) wc(w)
Bei der Differenzbildung von ¢1(w) und @o(w) fillt das unbekannte Phasenspektrum ®(w) von
u(0,t) heraus, und man erhilt folgendes Resultat fiir die Phasengeschwindigkeit:

o) = (2 —x1)w

= ()~ p2(@) (4.30)
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Fiir praktische Anwendungen der Methode in der beschriebenen Form miissen die Oberfléichenwellen-
Beobachtungen von zwei Stationen genommen werden, die mit dem Herd zusammen auf einem
Groflkreis der Erde liegen. Es macht aber keine Schwierigkeiten, diese Einschrankung zu umge-
hen, vorausgesetzt, man hat drei Stationen, die ein Dreieck bilden. In beiden Fillen sind die
abgeleiteten Phasengeschwindigkeiten représentativ fiir den Bereich zwischen den Stationen.

Ein Beispiel fiir Seismogramme von Rayleighwellen ist nachstehend angegeben, zusammen mit
einer Interpretation, die auf der Phasengeschwindigkeit beruht (entnommen aus der Arbeit von L.
Knopoft, St. Miiller und W.L. Pilant: Structure of the crust and upper mantle in the Alps from
the phase velocity of Rayleigh waves, Bull. Seism. Soc. Am. 56, 1009-1044, 1966).

not found!

not found!

4.1.5 Die Gruppengeschwindigkeit

Dispergierte Seismogramme wie die auf S.106 haben hiufig eine so langsame Variation der Frequenz
mit der Zeit, dass man einem Zeitpunkt eine Frequenz zuordnen kann. Machen wir dies fiir zwei
verschiedene Entfernungen z1 und z2 (auf einem Grokreis durch das Epizentrum), und sind die
Zeiten, zu denen die Frequenz w dort angetroffen wird, ¢ (w) und ¢2(w), so ist

T2 — T1

VW) = o —h

(4.31)

die Geschwindigkeit, mit der sich diese Frequenz oder eine Wellengruppe mit einem schmalen Fre-
quenzband Aw um die Frequenz w ausbreitet. U heifit daher Gruppengeschwindigkeit. Die The-
orie der Oberflachenwellen von Punktquellen in Abschnitt 4.2 ergibt die noch einfachere Formel
U(w) = r/t(w), die nur ein Seismogramm voraussetzt; r ist die Entfernung von der Quelle, und
t(w) ist relativ zu dem Zeitpunkt zu nehmen, zu dem sie einen Impuls abstrahlt (seismologis-
che Terminologie: Herdzeit). In der Praxis filtert man dieses Seismogramm schmalbandig mit
Bandpissen der Mittenfrequenz w. Die Ankunftszeit ¢(w) liegt am Maximum der Einhiillenden
des gefilterten Seismogramms. Die Gruppengeschwindigkeit kann also aus Beobachtungen ohne
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prinzipielle Schwierigkeiten bestimmt werden. Es ist dann die Frage, wie sie mit der Phasen-
geschwindigkeit und daher mit den Parametern der Erde, d.h. den Geschwindigkeit von P- und
S-Wellen und der Dichte als Funktion der Tiefe, zusammenhingt.

Wir gehen zur Untersuchung dieses Zusammenhangs von der Darstellung (4.28) des modalen
Seismogramms aus und schreiben es unter Einfithrung der Wellenzahl k = w/c wie folgt:

o[t
u(z,t) = Py / A(w)exp [i (wt — k)] dw (4.32)
™ — 00
Fiir hinreichend grofle z und damit auch ¢ ist die Phase
o(w) = wt — kx

schnell verdnderlich im Vergleich zur Funktion A(w). Hat sich also beim Fortschreiten in w ¢(w)
um 27 geéndert, so ist A(w) praktisch noch unverédndert, und das betrachtete w-Intervall tréigt
normalerweise nichts zum Integral (4.32) bei. Das ist (siehe die Skizze) fiir solche w = wq nicht
mehr richtig, fiir die ¢(w) gerade ein Extremum hat, also stationdr ist.

o(w)

Diese Frequenz folgt aus der Bestimmungsgleichung

dk
¢ (wo) =1t — T lw=wo (4.33)
und hingt von t ab. Die Frequenz wyg, die (4.33) erfillt, dominiert zum Zeitpunkt t im modalen
Seismogramm. Weil bei der Betrachtung ebener Oberflichenwellen Orts- und Zeitnullpunkt be-
liebig sind, schreiben wir (4.33) fiir zwei Entfernungen x; und 3 und die zugehorigen Zeitpunkte
t1(wp) und ta(wp), subtrahieren und erhalten so die Grundformel fiir die Gruppengeschwindigkeit:

To — I1 o ) = %
Falwo) —talwg) U0 = g lemwo (4.34)

dw
Der Zusammenhang zwischen w und k geht iiber die Phasengeschwindigkeit ¢ = w/k; benutzt man
dies, so folgen aus (4.34) die expliziten Gruppengeschwindigkeitsformeln (4.26).

Die skizzierte Argumentation ist der Kerngedanke der Methode der stationdren Phase. Wir wer-
den sie spiter benutzen, um Integrale der Form (4.32) genéhert zu berechnen; hier brauchten wir
sie nur, um plausibel zu machen, dass es gerade die Gruppengeschwindigkeit ist, die die Aufeinan-
derfolge und gegebenfalls auch Interferenz der Frequenzen im modalen Seismogramm bestimmt.

Zur Veranschaulichung des Gesagten betrachten wir eine beliebige Mode der Rayleighwellen eines
fliissigen Halbrauwms mit einer Schicht dariber, deren Dispersionskurven fiir Phasen- und Grup-
pengeschwindigkeit schematisch wie in der Skizze auf S. 4.1.5 aussehen (vgl. Ubung 4.1.3). Zur
Interpretation der Gruppengeschwindigkeitskurve verwenden wir nicht (4.31) bzw. den linken Teil
von (4.34), sondern die auf S.106 erwiihnte Formel, die sich auf die Quelle bezieht.
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Aus dem Verlauf von U, schlieflen wir, dass bei der betrachteten Mode in einer beliebigen Ent-
fernung r von der Quelle zuerst Frequenzen in der Nachbarschaft der unteren Grenzfrequenz
w, ankommen (vorausgesetzt natiirlich, dass sie von der Quelle angeregt werden). Ihre Grup-
pengeschwindigkeit ist o und ihre Gruppenlaufzeit r/ay. Fiir spiitere Zeiten, die aber noch klein-
er als r/aq sind, wird die Frequenz der ankommenden Schwingungen langsam grofier, entsprechend
dem steilen Verlauf der Kurve fiir U,,. Dieser Wellenzug heif3t Grundwelle. Werden die Zeiten
groBer als 7/aq, so tragen nun immer zwei Frequenzen, w’ und w”, zum Seismogramm bei, was
sich darin duflert, dass auf der tieffrequenten Grundwelle die hoherfrequente Wasserwelle reitet.
Die Frequenzen von Grund- und Wasserwelle nédhern sich einander mit wachsender Zeit und wer-
den zum Zeitpunkt r/Upmin schlieBlich gleich, wo Upmin die minimale Gruppengeschwindigkeit
ist. Die entsprechende Wellengruppe heifit Airyphase und bildet das Ende des modalen Seismo-
gramms. Exakte Berechnungen modaler Seismogramme, die wir in spéteren Abschnitten behan-
deln, bestitigen diese qualitativen Aussagen. Das folgende Beispiel (aus C.L. Pekeris: Theory of
propagation of explosive sound in shallow water, Geol. Soc. Am. Memoir No. 27, 1948) zeigt den
zeitlichen Verlauf des Drucks in der Grundmode:

not found!

Die Art der Dispersion der Grundwelle in diesem Beispiel—abnehmende Gruppengeschwindigkeit
mit wachsender Frequenz, d.h. Zunahme der Frequenz mit der Zeit—Dbezeichnet man als reguldr.
Bei der Wasserwelle wichst die Gruppengeschwindigkeit mit der Frequenz, d.h. die Frequenz
nimmt mit wachsender Zeit ab: diese Art der Dispersion heif3t invers. Die Bezeichnungen regulére
bzw. inverse Dispersion sind zu trennen von den geldufigeren Begriffen normale und anoma-
le Dispersion, mit denen man ausdriickt, dass die Geschwindigkeit kleiner bzw. gréfler als die
Phasengeschwindigkeit ist.

Das folgende Bild soll abschlieend die wesentlichen Eigenschaften der Ausbreitung dispergierter
Wellenziige elementar veranschaulichen. Es ist angenommen, dass die Quelle einen Impuls mit
konstantem Spektrum im Frequenzband wy < w < ws abstrahlt und das Medium nur reguldre
Dispersion erzeugt. Je weiter sich dieser Impuls ausbreitet, um so linger wird er. Gleichzeitig
nehmen die Amplituden ab (was aus der Skizze allerdings nicht hervorgeht).
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not found!

Konstante Frequenz sind auf Geraden durch den Ursprung (r = 0,t = 0) anzutreffen, deren
Steigung dr/dt gleich der Gruppengeschwindigkeit ist. Konstante Phasen, etwa ein bestimmtes
Maximum oder ein bestimmter Nulldurchgang, liegen auf Kurven, und die Frequenz variiert ent-
lang dieser Kurven. Die lokale Steigung dr/dt dieser Kurven ist die Phasengeschwindigkeit bei der
gerade vorherrschenden Frequenz.

Ubung 4.4
Man weise die Formeln (4.26) fiir die Gruppengeschwindigkeit nach.
Ubung 4.5

a) Wie lautet die allgemeinste Phasengeschwindigkeit ¢(w), zu der die Gruppengeschwindigkeit
U(w) konstant ist? Man interpretiere das zugehorige modale Seismogramm (4.28).

b) Wie lautet der allgemeinste Zusammenhang zwischen zwei Phasengeschwindigkeiten ¢; (w) und
c2(w), deren zugehorige Gruppengeschwindigkeit U;(w) und Us(w) identisch sind? Man benutze
die Formel 1/U = dk/dw = d(w/c)/dw.

4.1.6 Erklirung von Oberflichenwellen durch konstruktive Interferenz
von Raumwellen

Bis jetzt haben wir Oberflichenwellen mehr oder weniger abstrakt behandelt, ndmlich auf Grund
von Ansétzen fiir die Losung der Differentialgleichungen elastischer Wellen, in die wir die Eigen-
schaften dieser Wellen hineinstecken (im wesentlichen Konzentration auf die Oberflidche, Ausbre-
itung entlang der Oberfliche und Dispersion). Wir haben noch keine anschauliche Vorstellung
davon gewonnen, wie diese Wellen zustandekommen. In diesem Abschnitt soll an dem einfachen
Beispiel der Lovewellen in einem Halbraum mit einer einzigen Schicht gezeigt werden, dass Ober-
flichenwellen weitgehend durch konstruktive Interferenz von Raumwellen entstehen, die zwischen
den Trennflichen hin- und herreflektiert werden.

Wir betrachten SH-Raumwellen in der Schicht, die mit einem bestimmten Einfalls- bzw. Reflex-
ionswinkel ¢ zwischen den Grenzflichen hin- und herlaufen. Die Reflexion an der Oberflache ist
verlustfrei, der Reflexionskoeffizient nach (3.39) gleich +1. Bei der Reflexion an der Unterkante
z = dy der Schicht treten aber Verluste durch Brechung auf, solange ¢ < ¢* = arcsin(f;1/02)
ist. In diesem Fall nimmt die Amplitude der reflektierten Wellen mit der Zahl der Reflexionen an
der Unterkante schnell ab. Ist aber ¢ > ¢*, so ist der Reflexionskoeffizient der Unterkante dem
Betrag nach gleich 1 (vgl. (3.42)), und im Halbraum gilt es keine Welle, die Energie von der Tren-
nfliche wegtransportiert. Somit bleibt die Amplitude der einzelnen Mehrfachreflexion erhalten.
Das Wellenbild in der Schicht wird dann entscheidend durch die Interferenz aller Mehrfachreflex-
ionen bestimmt. Fiir gewisse ¢ werden diese konstruktiv interferieren, fiir andere destruktiv. Wir
suchen die ¢ mit konstruktiver Interferenz.
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Dazu approximieren wir das aktuelle Wellenfrontenbild der folgenden Skizze lokal durch ebene
Wellenfronten, die parallel zueinander sind und dem Einfallswinkel ¢ auf Trennfliche und Ober-
fliche entsprechen:

3
1
Strahl ‘? Z\S ,/
- * A0 ’
d -7 /¢: ) AN ;VB ¢<9 @9
%X A
3’ 1\ 2

Diese Approximation ist umso besser, je weiter man von der Quelle entfernt ist. Die Beschrinkung
auf ebene Wellen bedeutet de facto, dass wir freie Normalmoden betrachten.

Die Phasen der benachbarten Wellenfronten 1, 2, 3 sind @ (beliebig), &1 = ®g + €1 bzw. Py =
Dy + €1 + €2, wobei €1 bzw. €5 die Phasenverschiebung bei der Reflexion in A bzw. B ist. Damit
die Wellen 1 und 3 in Phase sind, muss die Phasendifferenz ®3 — ®( gleich der lautzeitbedingte
Phasendifferenz ws/f; plus ein ganzzahliges Vielfaches von 27 sein. Mit

d
§=2—
tan ¢

sin ¢ = 2d; cos

erhalten wir folgende Bedingung fiir konstruktive Interferenz:

d
! cos p + 2nm, n=0,1,2,... (4.35)
1

€1+ € =

Die Phasenverschiebung e; und e, sind die Phasen des Reflexionskoeflizienten fiir ebene SH-Wellen.
Da wir nur iiberkritische ¢ > ¢* = arcsin(/31/52) betrachten, folgt e; aus (3.42) fiir w > 0:

1
, 1
—pa B2 (g—% sin? p— 1) :
P11 cos o

b
€1 = —2arctan — = —2 arctan
a

Fiir die Reflexion bei B gilt €5 = 0, da nach (3.39) der Reflexionskoeffizient einer freien Oberfliche
immer gleich +1 ist.

Setzen wir alles in (4.35) ein, so ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fiir die Einfallswinkel ¢,
die bei vorgegebenem w konstruktive Interferenz erzeugen:

1
) 1
p232 (% sin® ¢ — 1) i wdy
arctan - = —=cosy + nm, n=0,1,2,... (4.36)
p11cosp &5}
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In diese Gleichung fithren wir die Scheingeschwindigkeit

c= L (4.37)
sin

ein, mit der sich die Wellenfronten in horizontaler Richtung ausbreitet. Mit cosg = [1(6; Z_

¢=2)1/2 und p1,201 5 = pi1,2 erhalten wir durch Umkehrung von (4.36) nun eine Bestimmungsgle-
ichung fiir ¢:

1

23,727 1

Hale % ) ( b2 )1 = tan [wd1 (ﬂfZ — 0_2) 2}

p (B2 —c2)?

Sie ist identisch mit der Dispersionsgleichung (4.19) der Lovewellen. Dieselbe Gleichung hétten
wir gefunden, wenn wir Wellen betrachtet hétten, die in der Skizze auf S.110 nach rechts oben
(und nicht nach rechts unten) laufen. Die Superposition dieser beiden Gruppen von Wellen ergibt
aus Symmetriegriinden eine Welle mit senkrechten Wellenfronten. Daher ist ¢ nicht nur eine
Scheingeschwindigkeit, sondern die Phasengeschwindigkeit dieser resultierenden Welle.

Wir sehen also, dass die Lovewellen im Halbraum mit einer Schicht durch konstruktive Interferenz
von Raumwellen entstehen, die tiberkritische Einfallswinkel besitzen. Fiir diese Einfallswinkel
geht keine Energie aus der Schicht in den Halbraum iiber. Die Energie bleibt in der Schicht: diese
wirkt als perfekter Wellenleiter (eng. wave guide). Das gilt ganz allgemein fiir Normalmoden von
Love- und Rayleighwellen in horizontal geschichteten Medien, vorausgesetzt, diese Normalmoden
konnen existieren. Hieraus entnehmen wir auch, dass die Phasengeschwindigkeit von Normalmod-
en hdchstens gleich der S-Geschwindigkeit des Halbraums unter den Schichten sein kann:

c< By

Wire sie grofler, so entstiinde Ausstrahlung in dieser Halbraum in Form einer S-Welle. Verlust-
behaftete Moden (engl. leaking modes) entstehen ebenfalls durch konstruktive Interferenz von
Raumwellen. In diesem Fall sind die Einfallswinkel unterkritisch, und die Phasengeschwindigkeit
ist grofler als 3,. Es findet also Ausstrahlung in den Halbraum statt, und der Wellenleiter ist
nicht perfekt.

Abschliefend sei bemerkt, dass die Erklarung von Oberflichenwellen durch konstruktive Inter-
ferenz von Raumwellen nicht auf die Rayleigh-Grundmode angewandt werden kann. Die Rayleigh-
welle des homogenen Halbraums z.B. existiert ohne jede weitere Diskontinuitdt auler der Ober-
fliche. Fiir die Entstehung der Rayleigh-Grundmode gibt es keine einfache, anschauliche Vorstel-
lung.

Ubung 4.6

Man berechne die Dispersionskurven fiir eine Fliissigkeitsschicht, deren Begrenzungen (1) beide
frei, (2) beide starr, (3) zum einen frei, zum anderen starr sind. Man benutze die Argumentation
von Abschnitt 4.1.6 und vergleiche mit der Lésung der entsprechenden Eigenwertprobleme. Man
gebe die Gruppengeschwindigkeit an und skizziere die Druck-Tiefen-Verteilungen.

4.2 Oberflaichenwellen und Punktquellen

4.2.1 Idealer Wellenleiter bei harmonischer Anregung

Reihendarstellung des Verschiebungspotentials

Wir untersuchen die Ausbreitung monochromatischer Schallwellen von einer Explosions-Punktquelle
in einer Fliissigkeitsschicht, die auf einem starren Halbraum liegt und freie Oberfliche hat. Das
ist ein idealer Wellenleiter, da iiberhaupt keine Wellen in den Halbraum eindringen konnen. An
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ihm kann man wesentliche Eigenschaften von Oberflichenwellen bei Anregung durch Punktquelle
studieren, ohne dass der Aufwand zu grof3 ist.

z=0
N |7
Z:h——————;/4b\Q
o P(r,2)
z=d 7777 7 7
starrer Halbraum
z

Fiir das Verschiebungspotential ® in der Schicht machen wir in Analogie zu (3.48) und unter
Benutzung von (3.85) fiir das Potential der Kugelwelle von der Quelle folgenden Integralansatz
(der zeitabhiingige Faktor ¢! wird immer weggelassen):

)

o0 k . . )
/ Jo(kr) {_—lellizh + A(k)e™ "% + B(k)e'* | dk (4.38)
0 1

Jo(kr) ist die Besselfunktion erster Art und nullter Ordnung. Die Wurzel [ ist wie in den Abschnit-
ten 3.6.5 und 3.7 entweder positiv reell oder negativ imagindr. Wie man nachrechnen kann, ist ®
eine Losung der Wellengleichung in Zylinderkoordinaten. Der erste Term in (4.38) ist die Welle von
der Quelle, der zweite bzw. dritte entspricht den iibrigen in die positive bzw. negative z-Richtung
laufenden Wellen. A(k) und B(k) folgen aus den Randbedingungen fiir die Trennfléchen:

0% 9
z=0: Spannung Doz = pW =—pw®=0o0der =0
D
z =d: Normalverschiebung Frie 0
z
Hieraus folgt:
ki
A(k)+ B(k) = —7¢
i
. [
A(k) o eQzldB(k) _ ezlh

il

Die Losungen dieses Gleichungssystems sind (man iiberzeuge sich davon):

kcos[l(d — h)]
Alk) ~ ilcos(ld)
_ ksin(lh)
Bk) = lcos(ld)e !

Man setzt sie in (4.38) ein und erhélt nach Umrechnung:

0<z<h: & = 2/00 keJo(kr) Sm(lzgcos([llfg il (4.39)
0 cos

h<z<d: & = 2 / o) Sin(lhl) COS(%? w2l (4.40)
0 cos

Bevor wir diese Ausdriicke mit funktionentheoretischen Methoden umformen, sei erwihnt, dass
eine Vertauschung von Quelle und Beobachtungspunkt den Wert von ® nicht dndert. Auch die
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Verschiebungen und der Druck bleiben dieselben. Das ist ein Beispiel fiir Reziprozititsbeziehungen,
von denen es in der Theorie elastischer Wellen noch weitere gibt.

Die Pole ky, der Integranden in (4.39) und (4.40) bestimmen sich aus der Bedingung

2 2
dlnd<“’—k2) :1(27%1)%, n=1,2,3...

Das ergibt
2 m—1 2.2 %
Ky, = (W_ _@n-Uir ) _ (4.41)

Die Pole, deren Zahl unendlich grof} ist, liegen auf der reellen Achse zwischen —w/a und +w/«
und auf der imaginédren Achse . Wieviele Pole auf der reellen Achse liegen, hingt von w ab. Wegen
dieser Pole miissen wir den Integrationsweg in (4.39) und (4.40) néher spezifizieren. Es soll der
Weg (' aus der Skizze sein, der diese Pole im ersten Quadraten umgeht:

—OJ/(X 'K 1'K 2 K2 Kl (A)/a ReK
K

Im folgenden diskutieren wir nur (4.39) im einzelnen. (4.40) lidsst sich genauso behandeln. Wir
benutzen die Identitat )
2

wobei Ho(l)(k:r) und HéQ)(kr) Besselsche Funktionen dritter Art (=Hankelsche Funktionen) und
nullter Ordnung sind (Anhang C, Formeln (C.2) und (C.3)).

Damit wird

Jokr) = 5 [ (br) + HEP (k)]

- @ @) sin(lz) cos [I(d — h)]
¢ = /01 k [Ho (kr) + Hg (kr)} I cos(ld)

Unter Benutzung des Zusammenhangs (Anhang C, Formel (C.6))

dk. (4.42)

H{Y(2) = —H{" (~2)

kann man erste Teilintegral in (4.42) wie folgt schreiben:

(2) sin(lz)cos[l(d —h)] (2) sin(lz) cos[l(d — h)] , B
_/C1 kHy™ (—kr) Tcos(id) dk = /C2 uHy™ (ur) Tcos(id) du;  (u=—k)

Der Integrationsweg C5 liegt punktsymmetrisch zum Weg C7, bezogen auf den Ursprung, wird
aber von —oo bis 0 durchlaufen. FEinsetzen in (4.42) und durchgingige Verwendung von k als
Integrationsvariable ergibt

B (2) sin(lz) cos[l(d —h)] .
D = /Ck:HO (kr) Tcos(id) dk = /Cl(k)dk (4.43)
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N w/a

-w/a ReK

Der Integrationsweg C' geht, wie in der Skizze angedeutet, von —oo nach +oo unter Umgehung
der Pole auf der reellen Achse.

Obwohl in (4.43) die doppeldeutige Wurzel | auftritt, ist I(k) eine eindeutige Funktion von k.
I(k) ist némlich eine gerade Funktion von [, auf dessen Vorzeichen es also nicht ankommt. Wie
vereinbaren, [ aus dem Blatt seiner Riemannsche Fliche zu nehmen, in dem [ ~ —ik fiir |k| — oo
ist. Bei komplizierteren Wellenleitern, etwa wenn der Halbraum nicht starr ist, ist auch I(k)
mehrdeutig, und die Theorie wird etwas schwieriger (Einfithrung von Verzweigungsschnitten).

Nun wenden wir den Residuensatz auf den untenstehend gezeichneten geschlossene Integrationsweg
an, der aus dem Weg C' und einem Halbkreis mit unendlich groem Radius besteht, und als einzige
Singularitdten die Pole von I(k) umschliefit:

Wenn wir die asymptotische Darstellung der Hankelfunktion benutzen, die fiir betragsgrofles Ar-
gument gilt (Anhang C, Formeln (C.4)),

HP (kr) ~ <i>% e~i(kr=3%) (4.44)

wkr

so sehen wir, dass ihre Werte auf dem Halbkreis in der unteren Halbebene, wo k negativen Imag-
indrteil hat, verschwindet (fiir R — c0). Das entsprechende Integral verschwindet ebenfalls, und
wir haben eine Darstellung des Potentials ¢ als unendliche Summe von Residuen gefunden. Die
Berechnung des Residuums eines Quotienten f1(k)/ f2(k) an der Stelle k,, mit fa(k,) = 0 geschieht

nach der Formel () (k)
R 1 _ 1\{lvn
R ey, F

vorausgesetzt, ky, ist ein Pol erster Ordnung. In unserem Fall folgt k,, aus (4.41) und ist entweder
positiv reell oder negativ imaginédr. Das zugehorige [ ist

(2n — 1)
2d

Iy =
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Weiterhin ist hier fa(k) = cos(ld),  f2(kn) = cos(l,d) = 0 und

fo(kn) = dI;—n sin(l,,d).

n

Schlieflich ist
cos [I,,(d — h)] = cos(lnd) cos(l,h) + sin(l,d) sin(l,h) = sin(l,d) sin(l,,h).

Damit wird .

Res I(k)|,_y, = EHéQ)(knr) sin(l,z) sin(l,,h).
Wir erhalten also folgende Reihedarstellung des Potentials ®, bei der nun ™! wieder hinzugefiigt
ist:

w4

2 Th] . 2) iwt
b= pi nzlsm [(271 1) Qd} sin [(271 1) Qd} Hy” (knr)e (4.45)

Dieser Ausdruck gilt nicht nur fiir 0 < z < h, sondern fiir beliebige Tiefe, da man fiir (4.40) dieselbe
Reihendarstellung findet. Aus (4.45) lassen sich leicht die Verschiebungskomponenten 0®/9r und
0®/9z und der Druck p = —p,, = pw?® ableiten.

Beim idealen Wellenleiter ldsst sich das Feld aus Polbeitrdgen allein aufbauen, deren jeder, wie
wir anschlieBend sehen werden, eine Mode darstellt. Bei komplizierteren Wellenleitern gibt es
auler Polbeitrigen noch Beitrédge in Form von Kurvenintegralen in der komplexen k-Ebene, die
vor allem Raumwellenanteile des Wellenfeldes darstellen.

Moden und ihre Eigenschaften

Jeder Summand in (4.45) stellt eine Mode dar. Das ist zunéchst eine Bezeichnung. Sie fiigt sich
aber sinnvoll in das Modenkonzept ein, das wir in den vorangegangenen Abschnitten fiir freie
Oberfléchenwellen kennengelernt hatten. Betrachten wir ndmlich die Summanden in (4.45) fiir
grofie Entfernungen r, so kénnen wir (4.44) benutzen (|k,r| > 10):

—2V27ietT & wh TZ 1 .
-4 i —1)=| si — el & i(wt—kpr)
d ;sm [(271 1) Qd} sin [(2n 1) Qd} )b e (4.46)

)
Die wichtigsten Summand in (4.46) sind die mit positivem k,,. Thre Zahl ist endlich und wichst
mit w. Sie entsprechen Wellen mit zylindrischer Wellenfront, die sich in +r-Richtung mit der
frequenzabhéngigen Phasengeschwindigkeit

_ {1 (2n-— 1)27r2a2] 3 a7

en(w) = 4d2w?

w
K,
ausbreiten. Lost man das Eigenwertproblem fiir freie Oberflichenwellen in demselben Wellenleiter
(vgl. Ubung 4.1.6), so erhélt man fiir die n-te freie Normalmode

®, = Asin [(2n - 1)3} ¢ (t-=) (4.48)
2d

mit ¢, (w) gemé (115). Dariiberhinaus stimmen in (4.46) und (4.48) auch die Terme iiberein,
die die z-Abhiingigkeit beschreiben. Es ist daher verniinftig, den einzelnen Summanden in (4.45)
bzw. (4.46), sofern k,, > 0 ist, als n-te erzwungene Normalmode zu bezeichnen. Der Unterschied
zu (4.48) besteht in der Amplitudenabnahme proportional zu r~1/2 und im Hinzutreten eines
von der Quellentiefe h abhéingigen Faktors. Diesen kann man als Anregungsfunktion der Mode
bezeichnen. Liegt ndmlich die Quelle in einer Knotenfliche der freien Mode (4.48), so verschwindet
die Anregungsfunktion, und die Mode wird nicht angeregt. Maximale Anregung erfolgt, wenn die
Quelle in der Tiefe liegt, wo die freie Mode maximale Amplitude hat.



116 KAPITEL 4. OBERFLACHENWELLEN

Aus der Gegeniiberstellung von freien und erzwungenen Normalmoden wird klar, welche Bedeu-
tung die Untersuchung freier Normalmoden hat: sie liefern die dispersiven Eigenschaften und die
Amplituden-Tiefenverteilung der erzwungenen Normalmoden und damit die wichtigste Informa-
tion iiber diese. Das ist auch bei komplizierten Wellenleitern so.

Die Terme in (4.46) mit negativ imaginirem k,, stellen gar keine Wellen dar, sondern Schwingun-
gen, deren Amplitude in r-Richtung exponentiell abnimmt. Sie bestimmen das Wellenfeld nur in
der Néhe der Quelle mit, wo man dann korrekterweise mit (4.45) rechnen muss. Das Fernfeld wird
von den Normalmoden geprdigt.

Die Zahl der Knotenflichen der n-ten Mode ist n und ihr Abstand 2d/(2n — 1) (n = 2,3...).
Potential ®, Horizontalverschiebung d®/9r und Druck p haben fiir z = 0 einen Knoten und fiir
z = d einen Bauch (siche Skizze), bei der Vertikalverschiebung 0®/0z ist es umgekehrt.

<
- <\ />

Amplituden-Tiefenverteilung fur
und p (Eigenfunktionen)

Die Phasengeschwindigkeit (4.47) der n-ten Mode ldsst sich wie folgt schreiben:

(W) = a [1 - (E)Q] - (4.49)

w

mit der unteren Grenzfrequenz
(2n — )7
2d '
Es treten unendlich grofie Phasengeschwindigkeit auf. Die Gruppengeschwindigkeit ist nach (4.26):

Wp =

(4.50)

Eine wichtige Eigenschaft des idealen Wellenleiters mit einer starren und einer freien Wand ist die,
dass Kreisfrequenzen w < wy = ma/2d (oder Frequenzen v < a/4d bzw. Wellenlingen A > 4d)
sich nicht ungeddmpft ausbreiten konnen. Beim idealen Wellenleiter mit zwei starren Wénden gibt
es diese Einschrinkung nicht (vgl. Ubung 4.6). Bei ihm existiert auer den Moden vom obigen
Typ (mit anderen Grenzfrequenzen) noch eine Grundmode, die bei allen Frequenzen auftreten
kann. Thre Phasengeschwindigkeit ist frequenzabhéngig und gleich «.
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4.2.2 Das modale Seismogramm des idealen Wellenleiters

In diesem Abschnitt wollen wir zu einem beliebigen Summanden in (4.45) das zugehérige modale
Seismogramm exakt berechnen.
Im n#chsten Abschnitt wird hierzu die Methode der stationéiren Phase benutzt.

Das Potential (4.45) entspricht zeitlich harmonischer Anregung, d.h. im Potential

Dy = %F (t - g) (4.51)

der Explosions-Punktquelle ist F(t) = e™!. Wir wollen von diesem Gesetz zur Anregung durch
die Deltafunktion, F(t) = 0(t), iibergehen. Hierzu miissen wir (4.45) mit dem Spektrum der
Deltafunktion, F/(w) = 1, multiplizieren und in den Zeitbereich zuriickgehen. Die so erhaltenen
modalen Seismogramme kann man dann weiter mit beliebigen realistischen Anregungsfunktionen
F(t) falten. Aus den Seismogrammen fiir F(t) = 4(¢) kann man aber schon alles wesentliche

ersehen.

Wir betrachten dazu die n-ten Mode in der Reihe (4.45). Thre Fouriertransformierte bei Anregung

durch die Deltafunktion ist bis auf Geometriefaktoren gleich H,,(w) = iHé2)(knr) mit k, = (w? —
w2)}? Ja. Wir gehen iiber zur Laplacetransformierten (vgl. Abschnitt A.1.7 von Anhang A)

— 1
n(s) = Fa(—is) = iH [=is (2 +w2) ]
o
und benutzen noch den Zusammenhang
. 21
H? (~iz) = — Ko(x)

zwischen der Hankelfunktion und der modifizierten Besselfunktion Ky(z) (die wir bereits in Ab-
schnitt 3.8 kennengelernt hatten):

hn(s) = f%Ko [g (52 +w3)%}

Die Originalfunktion hierzu kann in Korrespondenztafeln gefunden werden:

i -2 — [”" () ]

1
™ (t27,r2)§
o2

Damit erhalten wir die n-te Mode das Potential

0 fir ¢t <

t2—r2
(I) — COS | Wp 5
n — a

272\ 32
22
Das ist fiir alle n eine Normalmode, denn die Deltafunktion enthélt beliebig hohe Frequenzen, so
dass die untere Grenzfrequenz jeder Normalmode in (4.46) iiberschritten werden kann.

QI

W=

(4.52)

o

Der Einfachheit wegen beschrinken wir im folgenden die Diskussion auf das Potential ®,,. Alle
Schliisse lassen sich jedoch auch auf die Verschiebungen und den Druck iibertragen. Das Seismo-
gramm (s. Skizze) beginnt zum Zeitpunkt ¢ = r/a, und zwar mit einer Singularitiit, die integrier-
bar ist. Danach klingen die Amplituden unter Oszillationen ab, und zwar mit 1/t fiir Zeiten, die
gro} gegen 7/« sind. Das Entscheidende an ®,, ist seine Frequenzmodulation oder Dispersion: die
Frequenzen nehmen von grofien Werten ab bis zur Grenzfrequenz w,, der betrachteten Mode. Die
Dispersion in diesem Beispiel ist also invers.
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not found!

Am exakten modalen Seismogramm (4.52) lisst sich bestétigen, was wir in Abschnitt 4.1.5 iiber
die Gruppengeschwindigkeit gelernt hatten. Wir fragen dazu zunéchst, welche Frequenz w zu
einem bestimmten Zeitpunkt ¢y im modalen Seismogramm vorherrscht.

Die Diskussion kann man auf die Kosinusfunktion in (4.52) beschrinken, sobald man sich etwas
von der Singularitét entfernt hat. Will man allgemein die Funktion cos[f(¢)] in der Nihe von
t = to durch die monochromatische Schwingung cos [po + w(t)t] approximieren, wo g eine von
t unabhéngige Phase ist und w(tg) die gesuchte Momentankreisfrequenz, so linearisiert man f(t)
bei t = to:

cos [f(t)] & cos [f(to) + f'(to)(t — to)]

Hieraus folgt: w(to) = f'(to). Wenden wir das auf (4.52) an, so ergibt sich

, -3
w(to) = wnto <t0 — ?) .

Hieraus leiten wir den Quotient 7/ty ab, also die Geschwindigkeit, mit der sich eine Wellengruppe
der Frequenz w(ty) von der Quelle bis zum Aufpunkt ausbreitet, und erhalten

peef- @] o

0 w

aus (4.50), also genau die Gruppengeschwindigkeit der n-ten Mode. Wir finden also die Aussage
aus Abschnitt 4.1.5 bestétigt, dass jede Frequenz, die von der Quelle abgestrahlt wird, den Weg
zum Aufpunkt mit ihrer Gruppengeschwindigkeit 1auft.

Das vollstindige Seismogramm im Wellenleiter entsteht durch Faltung der modalen Seismogramme
(4.52) mit einer realistischen Anregungsfunktion F'(t), deren Spektrum eine obere Grenzfrequenz
hat, und abschlieBende Summation. Dabei tragen nur jene Normalmoden (4.52) wesentlich zum
Seismogramm bei, deren untere Grenzfrequenz kleiner als die obere Grenzfrequenz von F(t) ist.
Oft bewirken die Ubertragungseigenschaften von Hydrophonen und Seismometern und dissipative
Mechanismen in Wellenleiter selbst eine weitere Reduzierung der Zahl der Moden. In der Praxis
tragen jedenfalls nur wenige Moden zu den beobachteten Oberflichenwellen bei.

4.2.3 Berechnung des modalen Seismogramms mit der Methode der
stationiren Phase

Die Berechnung des modalen Seismogramms ist ezakt nur fiir ideale Wellenleiter (mit starren
und/oder freien Winden) moglich. Im folgenden wird eine Niherungsmethode angegeben und
am Beispiel des bisher betrachteten Wellenleiters demonstriert, die das modale Seismogramm zur
Fernfeldform einer Normalmode von Typ (4.46) liefert. Es ist die schon skizzierte Methode der
stationdren Phase.

Multipliziert man eine Normalmode in (4.46) mit dem Spektrum F(w) der Anregungsfunktion
F(t) in (4.51) und geht zuriick in den Zeitbereich, so erhélt man das modale Seismogramm als
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Fourierintegral. Um die Integration tiber negative Frequenzen zu vermeiden, machen wir von der
Tatsache Gebrauch, dass es fiir reelle Funktionen f(¢) neben der iiblichen Darstellung

+oo
0= [ Tt

2 J_ o

auch noch die dquivalente Darstellung
1 * = iwt
f(t) = —Re fw)e™dw
m 0

gibt. Damit wird das modale Seismogramm

@, = Re {% sin [(Qn - 1)2—2} sin [(2n - 1)2—;} % /OOO %ei(mk”)dw} (4.53)

Die genéherte Berechnung des Integrals iiber w beruht wie in Abschnitt 4.1.5 auf der Tatsache,
dass bei den in Fragen kommenden Zeiten t die Phase

o(w) = wt — kpr (4.54)

normalerweise schnell verdnderlich ist im Vergleich zur Funktion F(w). Frequenzen mit sta-
tiondren Phasenwerten folgen aus der Bestimmungsgleichung

dky,
P o) =t =1 T8

=0
dw

wW=wo

und héngen von t ab. Das heifit: die Frequenz wy, fiir die gerade die Gruppengeschwindigkeit

o
dky,

r
Un(UJO) = ;

w=wo
ist, dominiert zum Zeitpunkt ¢ im modalen Seismogramm.

Hieraus folgt zundchst einmal das Prinzip der Bestimmung der Gruppengeschwindigkeil aus einem
beobachteten modalen Seismogramm. Man bestimmt fiir die Zeiten t, bezogen auf die Herdzeit, die
Momentanfrequenz, und aus ¢ und der Herdentfernung r die zugehorigen Gruppengeschwindigkeit-
en. Herdzeit und Epizentrum des Erdbebens miissen also bekannt sein. Damit hat man ein Stiick
der Dispersionskurve der Gruppengeschwindigkeit gefunden und kann nun versuchen, dieses Stiick
durch Modellrechnungen zu verifizieren. Die Zuordnung einer Frequenz zu einem Zeitpunkt, die
hier notwendig ist, ist zwar vom Prinzip her nicht eindeutig, aber man kann den Fehler abschétzen,
der damit moglicherweise verbunden ist. Mit dieser Methode, angewandt auf Oberflichenwellen
von Erdbeben, wurde seit den zwanziger Jahren eine Reihe von wichtigen Ergebnissen gefunden,
so zum Beispiel die mittlere Dicke der Erdkruste in den verschiedensten Teilen der Welt (vgl. die
Aufficherung der Dispersionskurven fiir U im Bild auf S.106). Thr Nachteil besteht darin, dass
die Aussage sich auf den ganzen Bereich zwischen Herd und Station bezieht, also nur eine mittlere
Struktur liefert. Daher arbeitet man heute, wenn moglich, mit mehrere Stationen und legt der
Interpretation die Phasengeschwindigkeit zugrunde (vgl. Abschnitt 4.1.4)

Die Berechnung des modalen Seismogramms erfordert dann noch folgende Schritte. Wir machen,
bei vorgegebener Zeit t, eine Reihenentwicklung der Phase (4.54) um die stationire Frequenz wy,
die durch

Un(wo) = % (4.55)
bestimmt ist: 1 2
pW) = plwo) 4 59" (wo)(w — wo) } (4.56)
@' (wo) = Ty e (wo) .
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Eine wichtige Voraussetzung ist hier: ¢”(wg) # 0. Damit ist

~Fw) | w0t AL Fi(y) { { |
@y, / exp | ¢ wo) + =" (wo)(w — w)?| b dw

/0 \/H oA \/H p 90( 0) 250 ( 0)( 0)
Flan)eisteo) s (

V kn(wo) -A g¥ (ol - wO)Q} o

2
Hierbei haben wir uns auf die Nachbarschaft der Frequenz wg beschriinkt, wo ¢(w) stationér ist.

%

Die anderen Frequenzen tragen nichts wesentliches bei. Mit z = (w — wp) (3 |¢” (wo)]) '/2 erhalten
wir

1/2

wo+Aw i ) 9 1 +Aw(\¢“2(wo|) e
1 T
exp < =" (wo)(w — wp) }dw = <7> / . e dx
/www {2 " (wo) ,Aw(w_;o)l)“
1
(L)Q /+Oo e:‘:iIde
" (o)l ) S

1
2 7 tin
= - e 4
(Isﬂ”(wO)l)

(mit f:r;: cosz2dx = fj;: sin z?dx = (%)%) .

Q

Das positive bzw. negative Vorzeichen in dem Exponentialfaktor gilt, wenn ¢’ (wg) > 0 bzw. <0
ist. Die Ausdehnung der Integrationsgrenzen auf x = +oco ist erlaubt, da sie proportional zu +/r
sind und r sehr grof} ist, und da der wesentliche Beitrag zum Integral nur von relativ kleinen Werten
von x kommt (etwa |z| < 5). Fassen wir alles zusammen, so lautet das modale Seismogramm fiir
den idealen Wellenleiter in der Ndherung, die durch die Methode der stationdren Phase gegeben
wird (mit ¢ (wg) > 0):

—2V/2ietT wh| . TZ
®, = Re {W sin {(Qn - 1)2—d} sin {(Qn — 1)2_d}

F(wp)e#wo) 2 %ei%
Feo) Lkn(woﬂw”(woﬂ] } (4.57)

Benutzt man

o(wo) = wot — kn(wo)r,

e = 2T

und ¢” (wp) aus (4.56), und eliminiert wy = wo(t) = wyt (£ — r2/a2)71/2 aus (4.57), so erhélt man

nach einiger Umformung und fiir die Annahme F(wo) = 1, die der Anregungsfunktion F(t) = §(t)
entspricht, folgendes modale Seismogramm (bitte nachrechnen):

0 firt < =

b, = cos [wn (t2_;2) }
2sin [(2n — 1)38] sin [(2n — 1) 32 ] ﬁ fiir t > =
12— L5

[N

(4.58)

=
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Es ergibt sich also das strenge Resultat (4.52). Das ist recht erstaunlich, bedenkt man die
Néherung, die wir benutzt haben. Wir konnen hieraus den allgemeinen Schluss ziehen, dass
die Methode der stationdren Phase auch bei komplizierteren Wellenleitern gute Nédherungen fiir
die Normalmoden liefert.

Fiir Frequenzen wo mit ¢”(wp) = 0, also mit 2= (wg) = 0 und daher mit stationdren Werten
der Gruppengeschwindigkeit (die beim idealen Wellenleiter nicht auftreten), muss die Reihenen-
twicklung in (4.56) um ein Glied weiter getrieben werden. Der weitere Gang der Rechnung wird
dadurch etwas anders (vgl. Anhang E). Er liefert den Verlauf von Airyphasen und zeigt, dass
diese zumeist die dominierenden Teile der modalen Seismogramme sind (vgl. das Bild auf S.108).

4.2.4 Strahldarstellung des Feldes in einem idealen Wellenleiter

In den letzten beiden Abschnitten hatten wir gelernt, dass sich das Feld in einem idealen Wellen-
leiter aus erzwungenen Normalmode zusammensetzt. Des weiteren hatte sich in Abschnitt 4.1.6
gezeigt, dass freie Normalmode durch konstruktive Interferenz von mehrfach im Wellenleiter re-
flektierten ebenen Raumwellen entstehen. Daher liegt die Frage nahe, ob sich auch das Feld einer
Punktquelle in einem idealen Wellenleiter durch Superposition von Mehrfachreflexionen darstellen
ldsst, ob es eine Strahldarstellung des Wellenfeldes gibt. Weiterhin interessiert uns, ob Moden-
und Strahlendarstellung des Wellenfeldes einander dquivalent sind.

Wir betrachten zuniichst die Reflexion der Kugelwelle

By = —F <t - @> (4.59)

Das Potential der Reflexion ist leicht anzugeben:

-1 Ry
by =—F|t—— 4.
! R1 ( (0% ) ( 60)

R, ist die Entfernung zwischen P(r,z) und der Bildquelle Q1. Solange die Reflexion von der
unteren (starren) Wand des Wellenleiters die Oberfliche noch nicht erreicht hat, ist das Potential
in der Nachbarschaft der Oberfliche gleich &3 + ®; und verschwindet daher in der Oberfliche
selbst. ®g + @, erfiillt daher fiir solche Zeiten die Bedingung der Spannungsfreiheit der Fliche
z=0 (pzz = p82(<I>0 + (1)1)/(9t2).
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Betrachten wir analog die Reflexion der Kugelwelle von Q¢ an der Trennfliche z = d, so lautet
das Potential der dort reflektierten Welle

1 Ry
Py =—F|t—— 4.61
=7 (- 2). (4.61)

wobei Ry nun von einer neuen Bildquelle mit der z-Koordinate d+ (d — h) = 2d — h aus zu messen
ist. dass ®g + P2 die Randbedingung 9(Pg + P2)/dz = 0 fiir z = d befriedigt (verschwindende
Normalverschiebung), sieht man leicht, denn fiir Punkte in dieser Trennfliiche ist:

Ro = RQ

dRy _ z—h| _d—h

9z Ro |._, Ro

OR,  2d-h-z|  d-h _ ORy
92 Ry |._, Ry 0z

Mit den bis jetzt betrachteten beiden ersten Reflexionen der Kugelwelle von @y an der Trennfliichen
des Wellenleiters lassen sich die Randbedingungen nur fiir gewisse Zeiten befriedigen, namlich
nur so lange, bis die Reflexionen ®; und ®5 die jeweils gegeniiberliegende Wand erreicht haben.
Da sie aber von derselben Bauart wie ®y sind, lassen sich die weiteren Reflexionen leicht nach
demselben Schema behandeln. Jede Reflexion und Mehrfachreflexion scheint von einer Bildquelle
herzukommen, die durch fortgesetzte Spiegelung von @)y an den Winden entstanden ist. Das
Vorzeichen des zugehorigen Potentials ist negativ, wenn die Zahl der Reflexion an der Oberfliche
ungerade ist, sonst positiv.

Jede Bildquelle entspricht einem Strahl von der Quelle zum Aufpunkt, der eine bestimmte Anzahl
von Reflexionen erlitten hat. Der Strahlbegriff ist ohne Schwierigkeit zu verallgemeinern fiir feste
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Medien (unter Einschluss von S-Wellen), nicht jedoch der Begriff Bildquell. Daher sprechen wir
allgemein und auch im vorliegenden Fall von einer Strahldarstellung des Wellenfeldes. Sie lautet
hier:

7=0 gt
1 Rj3 1 R4
— F(t-2B) - (-2 4.62
Jers ( Oé> Rj4 ( o ﬂ (4.62)
R?l = (23d+h—|—z) + 12
R?Q = (2jd-— h+z) +r?
ng = (2(j+1)d- h—z) +7r?
Ry = (2 +1)d+h—2)*+r?

Wirklich von Null verschieden sind in (4.62) nur die Terme, deren Argument positiv ist, vorausge-
setzt, F'(t) geht bei ¢t = 0 zu nicht verschwindenden Werte iiber. Die Zahl dieser Terme ist endlich
und wichst mit ¢.

Beim idealen Wellenleiter ist die Berechnung des Beitrags eines Strahls sehr einfach, da er das
gleiche zeitliche Gesetz wie die anregende Kugelwelle hat. Bei anderen Wellenleitern muss man
hierzu Methoden wie die von Abschnitt 3.8 benutzen. Dabei ist der numerische Aufwand viel
grofler. Er lohnt sich nur, wenn nicht zu viele Strahlen aufsummiert werden miissen. Gerade das
ist aber bei grofien horizontalen Absténden von der Quelle notwendig, wo die Laufwege von vielen
Strahlen annéhernd gleich werden. In diesem Fall ist die Darstellung des Wellenfeldes als Summe
von (zumeist wenigen) Normalmoden erheblich giinstiger. Die Strahldarstellung eignet sich fiir das
Feld in solchen Entfernungen von der Quelle, wo sich die typischen Normalmoden-Eigenschaften
noch nicht herausgebildet haben.

AbschlieBend zeigen wir noch, dass tatsichlich (4.62) fiir F(t) = e™? und (4.39) bzw. (4.40) zwei
verschiedene Darstellungen desselben Feldes sind. Wir beschrinken uns zunéchst auf den Fall
h < z <d. Setzt man F(t) = ¢! in (4.62) ein und benutzt fiir jeden Term das Sommerfeldintegral
(3.85) fiir eine Kugelwelle, so erhilt man bei Unterdriickung des Faktors e

o = / Jo(kr)ﬁ Z(fl)J [—exp (=il |25d + h + z|)
0 =0
+exp (—il|2jd — h + z]|)
+exp (=il |2(j +1)d—h —z|)
—exp (=il |2(j +1)d + h — z|)] dk
Wenn z > h ist, sind die Betriige diberall gleich den Argumenten. Dann zieht man exp(—i2ljd)
heraus:

d = / Jo(kr)ﬁ Z (—6_2”‘1)] [—exp (=il (h+ 2))
0 =
+exp (=il (h — 2))
+exp (=il (2d — h — 2))
—exp (il (2d+ h — 2))] dk.
Die Reihe in der ersten eckigen Klammer hat die Summe 1/(1 + e~2d)
Klammer zieht man e~ %% heraus und erhlt:

o = /0 Jo(kr)m[—exp(zl(d—hfz))

. Aus der zweiten eckigen
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+exp (il (d+ h — 2))
+exp (=il (d—h — 2))
—exp (=il (d+ h — z))] dk

Die verbleibende eckige Klammer ist gleich
—2isin[l(d—h—2)]+2isin[l(d+h — z)] = dicos[l (d — z)] sin (Lh) .

Damit wird . I i(d )] sin(lh)
COS — Z)| S1in
S =2 — 4.
/O T (4.63)

und stimmt mit (4.40) iiberein.

Vertauscht man Quelle und Aufpunkt, so bleibt in (4.62) das Potential des Einzelstrahls un-
verdndert, da es nur vom Laufweg abhéingt. Daher erhilt man auch aus (4.63) durch Vertauschen
von z und h das Potential fiir 0 < z < h. Das fiithrt auf (4.39). Damit ist der Beweis der Identitét
von (4.62) (fiir F(t) = e™?!) und (4.39) bzw. (4.40) vollsténdig.

Abschlieflend sei wiederholt (vgl. S. 115), dass eine Darstellung des Wellenfeldes allein durch
Normalmode nur bei idealen Wellenleitern moglich ist, deren obere und untere Begrenzung fiir alle
Einfallswinkel total reflektiert. In anderen Medien gilt es auler den Normalmoden noch andere
Anteile (Raumwellenanteile, verlustbehaftete Moden), die nicht auf Polbeitrige in der komplexen
Wellenzahlebene zuriickgehen.

Ubung 4.7

Man untersuche die Polarisation des Verschiebungsvektors der zweiten freien Normalmode des
idealen Wellenleiters (n=2 in (4.48)) als Funktion der Tiefe.

Ubung 4.8

Eine Explosions-Punktquelle befinde sich in der Tiefe h unterhalb der freien Oberfliche eines
fliisssigen Halbraums. Das Verschiebungspotential ® ist die Summe der Potentials (4.59) der di-
rekten Welle und (4.60) der Reflexion. Man gebe eine Niherung fiir ® an, die unter folgende
Voraussetzungen gilt:

a) die dominierende Periode der Anregungsfunktion F(t) ist viel grofler als die Laufzeit h/a von
der Quelle zur Oberfléche,

b) die Entfernung zum Aufpunkt ist viel groBer als h.

Man fithre Kugelkoordinaten R und ¥, bezogen auf den Punkt » = 0, z = 0 ein (vgl. Skizze auf
S.121).
Wie lautet das Ergebnis, wenn die Oberflache nicht frei ist, sondern starr?



Anhang A

Laplace-Transformation und
Deltafunktion

A.1 Einfiihrung in die Laplace-Transformation

A.1.1 Literatur

Doetsch, G.: Anleitung zum praktischen Gebrauch der Laplacetransformation und der Z-Transformation,
Oldenbourg, Miinchen, 1985

Spiegel, M.R.: Laplace Transformation, Schaum, New York, 1977

Doetsch, G.: Einfithrung in Theorie und Anwendung der Laplacetransformation, Birkhiuser,
Basel, 1976

Doetsch, G.: Handbuch der Laplacetransformation I, II, III, Birkh&user, Basel, 1971, 1973

A.1.2 'Was macht die Laplace-Transformation?

Sie ordnet einer Funktion F'(t) eine andere Funktion f(s) zu oder transformiert die Funktion F'(t)
in eine andere Funktion f(s):

f6) = [ e tri = L{F@)
0
F(t) = Originalfunktion
f(s) = Bildfunktion (Laplace — Transformierte, abgekurzte Transformierte)

Symbolische Schreibweise: f(s) &—oF(t) (e—e = Zuordnungszeichen)

t = reelle Variable (oft Zeit)

s = o0 + 1w komplexe Variable

A.1.3 Annahmen iiber F (t)

a) Normalerweise reelle Funktion

b) F(t) =0 fiir t < 0 (erfiillt fiir viele physikalische Grossen)

125
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c) F(t) soll im Intervall [0,T] integrierbar sein, und fiir ¢ > T soll sein:

|F(t)] < e mit reellem

Das sind hinreichende Bedingungen fiir die Existenz der L-Transformierten f(s) von F(t) fiir
komplexe s mit Res > v (Konvergenzhalbebene). Simtliche beschrinkten Funktionen wie z.B.
e~ (a > 0), sin Bt etc. haben eine L-Transformierte, aber auch nicht beschriinkte Funktionen
wie t=1/2t" und e** (n,a > 0). Man beachte hierbei die Bedingung b). Viele in der Physik
auftretende Funktionen haben also eine L-Transformierte. Keine L-Transformierte haben z.B. die
Funktionen +~! und et’.

A.1.4 Beispiele

Fit) = H(@)= { (1) 21{ i i 8 Heavisidesche Sprung funktion (Einheitssprung)
o 1 ~ 1
S = e Tdt=——e€" = — fur Res > onvergenzhalbebene
f stg |2 = = fiir Res >0 (K halbeb
0 s s
1
H(t) o—e =
s
b)
0 firt<O
Fit) = { et firt>0
fls) = /OO e — L Yo L R
o s—0 o s—40’
€5t o—e 1

5—0
Fiir 6 = 0 Ubergang in die L-Transformation von H ().

c)

sin at 1
o—e
a s2 4 a?
Es gibt umfangreiche Tabellen solcher Korrespondenzen, z.B. in der “Anleitung ...” von Doetsch

oder im Buch von Spiegel.

A.1.5 Eigenschaften der Laplace-Transformation

Ahnlichkeitssatz: a > 0

F(at) o—e /000 e ' F(at)dt = /000 e~ F(at) d(Zt) = é /000 e~ a"F(r)dr
Damit:
F(at) o'oéf (2) (A1)

Man braucht also nur die L-Transformierte von F'(t) zu kennen.
Beispiel: Nach Abschnitt A.1.4 ist

1
t )————
e'o .571-
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Mit dem Ahnlichkeitssatz erhélt man hieraus

1 1 1

al— s—a’

d.h. das Resultat der direkten Berechnung in Abschnitt A.1.4.

Verschiebungssatz:

F(t) F(t- v)

t | v>0 t

F(t—19) o—e /00 e SE(t — V)dt = /00 e TN P(r)dr = eV f(s)
F(t—19) o—e egﬂsf(s) i (A.2)
Dampfungssatz: « beliebig komplex
e F(t) o—e /OO e~ TP dt = f(s + @)
e “F(t) o—e f(Es + ) (A.3)
Differentiationssatz:

F/(t) o—e / e ()dt = e (1)) + 8 / e~ P (t)dt
0 0

Der erste Term verschwindet an der oberen Grenze infolge der Annahme c¢) aus Abschnitt A.1.3.
Somit gilt:

F'(t) o—e sf(s)— F(+0)

F(+0) = lim (F(t) ist der Grenzwert von rechts. (A4)
t—0
t>0
Verallgemeinerung:
F'(t)  o—e sf(s) = F(+0)
F(t)  o—e $f(s)— sF(+0) — F/(+0)
: (A.5)
FM(t) o—e s"f(s) — " 1F(40) — s 2F'(+0)
— ... = sF"=2(40) — F(»=1(4.0)
Integrationssatz:
¢
1
G(t) = / F(r)dr o—e~ f(s) (A.6)
0 S

Denn hieraus folgt:

G'(t) = F(t) o—ef(s) = G(+0) = f(s)
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Faltungssatz:
/0 F1 (T)FQ (t — T)d’]’ Ov.fl(S)fQ(S) (A?)

Das Integral heifit “die Faltung von F; mit Fj/, symbolisch F; * F5. Es gilt noch
t t
/ Fi(1)F(t —1)dr = / Fi(t —1)Fy(r)dr
0 0

oder
Fl*FQ :FQ*Fl,

d.h., die Faltung ist kommutativ.

Weitere elementare Eigenschaften der L-Transformation sind, dass sie erstens homogen und linear
ist, dass also gilt
a1 F1(t) + a2 F(t) o—eay fi(s) + az f2(s),

und dass zweitens aus F(t) =0 f(s) = 0 folgt und umgekehrt.

Eine wichtige Eigenschaft, die aus der Definition der L-Transformierten folgt, ist

lim  f(s)=0. (A.8)

Nur dann ist eine Funktion f(s) eine L-Transformierte und kann zuriicktransformiert werden (siehe
den néchsten Abschnitt).

A.1.6 Riicktransformation

—~

c+ioco
FO =L ) =5 [ e plois (A.9)

Im S /7///////////////

Konvergenz

halbebene%

IR

N\
N

Der Integrationsweg ist parallel zur imagindren Achse und muss in der Konvergenzhalbebene von
f(s) verlaufen. Sonst ist ¢ beliebig. Rechts vom Integrationsweg darf f(s) also keine Singularitéiten
haben, wohl aber links. Der Integrationsweg kann im Einklang mit dem Cauchyschen Integralsatz
oder dem Residuensatz deformiert werden.

A.1.7 Zusammenhang mit der Fourier-Transformation

Eine gebriuchliche Darstellung der Fourier-Transformierten F(w) einer Funktion F(t) ist

F(w) = /Ho F(t)e ™. (A.10)

— 00
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F(w) heiit auch kompleves Spektrum von F(t); w ist die Kreisfrequenz. Die Riicktransformation
erfolgt nach der Gleichung .
F(t) = i/ F(w)e™'dw. (A.11)
2 J_ o
Diese Gleichung lasst sich anschaulich interpretieren als Superposition harmonischer Schwingun-
gen. Das ist der Grund, warum man in der Physik hdufig mit der Fourier-Transformation arbeitet.
Kennt man nédmlich das Verhalten eines Systems, das linearen Differentialgleichungen gehorcht,
bei zeitlich harmonischer Anregung, so kann man hieraus das Verhalten bei Impulsanregung iiber
(A.11) berechnen. Man zerlegt hierzu die Anregung spektral nach (A.10), 1ost das Problem fiir jede
Spektralkomponente und superponiert anschlieend die spektralen Losungen nach (A.11). Diese
Methode wird z.B. in Abschnitt 3.6.3 zur Untersuchung der Reflexion von impulshaften Wellen an
einer Trennfliche benutzt.

Weniger anschaulich, aber oft eleganter und einfacher ist es, mit der L-Transformation zu arbeiten.
Der Zusammenhang zwischen F'(w) und f(s) ist fiir Funktionen F(t), die fiir ¢ < 0 verschwinden,
sehr eng:

F(w) = /000 e WHR(t)dt = f(iw)

Die Fourier-Transformierte ist also die L-Transformierte auf der imaginéren Achse der komplexen
s-Ebene.

Bei einer anderen Darstellung der Fourier-Transformierten taucht der Faktor ;- nicht in (A.11)
sondern in (A.10) auf. Die so definierte Fourier-Transformierte F(w) ist gleich f(iw)/27.

A.2 Anwendung der Laplace-Transformation

A.2.1 Lineare gewohnliche Differentialgleichungen mit konstanten Ko-

effizienten
Differentialgleichung:
LY) = Y™ 4q, ;v Y 4, oY= 4 40 Y +agY = F(t) (A.12)
F(t) = 0firt<o0
Anfangsbedingungen:

Y(+0) = Yy, Y'(+0) = Y{,..., YD (40) = y{" 7V
L-Transformation von (A.12) mit Y (t) o—ey(s), F'(t) o—e f(s) und (A.5):

(s)
(s" gy 18" V4 tass+ al) Yy
( 2

~

(s” +an_18" M+ ais+ ao) y(s) =
4 (s

+(s" 2+ ap_1s" P +... +azs+ ag) Yy

+

+(s+an-1) Yy ?

+y Y

Die auftretenden Polynome kann man wie folgt schreiben:

n—
pi(s) = ZakJrisk, 1=0,1,2,...,n, a, =1
k=0
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Damit:

y(s) = Yo(Il—1) (A.13)

/) | 5~ mile)
po(s) =1 po(s)
Die rechte Seite enthilt die L-Transformierte der bekannten Funktion F(t), einige Polynome,
deren Koeflizienten bekannt sind, und die bekannten Anfangswerte der gesuchten Funktion Y'(¢).
Wenn es gelingt, die inverse Transformierte der rechten Seite von (A.13) zu bestimmen, so ist
das Problem gel6st. Im vorliegenden Fall ist das nicht schwierig. Vorher diskutieren wir den
Vergleich mit der iiblichen Methode zur Losung linearen gewohnlicher Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten.

Hierbei 16st man zuniichst die homogene Differentialgleichung allgemein (sie enthiilt also unbes-
timmte Konstanten) sucht dann eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung (z.B.
durch Raten oder Variation der Konstanten), hat hiermit also die allgemeine Losung der inho-
mogenen Differentialgleichung gefunden und bestimmt dann aus den Anfangsbedingungen die n
Konstanten. Der Umweg iiber die allgemeine Losung kommt bei Verwendung der L-Transformation
nicht vor. Hier wird direkt die Losung bestimmt, die den Anfangsbedingungen entspricht. Das
ist der grole Vorteil dieser Methode. In noch stérkerem Mafle macht sich dieser Vorteil bei der
Losung partieller Differentialgleichungen mit Rand- und Anfangsbedingungen bemerkbar. Daher
wird die L-Transformation heute viel benutzt. Das gilt besonders fiir die Elektrotechnik. Eine
Folge davon ist, dass bereits umfangreiche Tabellen mit Korrespondenzen existieren, in denen man
die inversen Transformierten zu viele L-Transformierten findet.

Die Riicktransformation von (A.13) kann man in zwei Schritte aufspalten (man muss es aber
nicht):

1. f(s) #0, Yo =Y = ... = YO("_l) = 0. Das entspricht der Losung der inhomogenen
Differentialgleichung mit verschwindenden Anfangswerten. Siehe Abschnitt A.2.1.

2. f(s) =0, Anfangswete # 0. Das entspricht der Lésung der homogenen Differentialgleichung
mit nicht verschwindenden Anfangswerten. Siehe Abschnitt A.2.1.

Die Summe der Losungen von 1. und 2. ist die gesuchte inverse Transformation von (A.13). Siehe
Abschnitt A.2.1.

A.2.1.1 Inhomogene Differentilagleichungen mit verschwindenden Anfangswerten

Dieser Fall ist auch von praktischem Interesse, da in viele Féllen, in denen ein System bis zur Zeit
t =0 in Ruhe ist (d.h., Y(¢) = 0 fiir ¢t < 0), die Anfangswerte tatséchlich verschwinden. In diesem

Fall ist £s)
s
y(s) = :
Po(s)
Da 1/pg(s) fiir n > 1 immer eine L-Transformierte ist (vgl. (A.8)), so existiert eine Inverse:
1
Po(s)

Q(t) heiBt die Greensche Funktion des Problems. Der Faltungssatz (A.7) ergibt dann die Losung
Y (¢):

Q1)

Y(t) = /O Flt — 0)Q(r)dr = /O F(R)Q(t — r)dr (A.14)

Die Bestimmung von Q(t) ist also die verbleibende Aufgabe. Hierzu machen wir eine Partialbruchz-
erlegung von 1/pg(s) unter der Annahme, die Nullstellen oy, von pg(s) seien alle verschieden:

n dk
22:8700c

1 —
po(s) k=1
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dy, ist das Residuum von 1/pg(s) an der Stelle a:

g lim S0 T = o
B po(s) | s—aw mG=po(an)  pf ()
S—ag

Damit:

1 - 1 1
—:Z o

po(s) = ppolar) s—an
Riicktransformation mit einem Ergebnis aus Abschnitt A.1.4:

agt

Q)=

k=1

n
e
(A.15)
— polaw)
Wenn «y, reell ist, ist der entsprechende Summand in Q(t) ebenfalls reell. Ist «j komplex, so
ergibt es unter den anderen Nullstellen ein oy mit a; = @ (zu «y konjugiert komplexer Wert),
denn po(s) hat reelle Koeffizienten. Dann ist

eozkt eakt eakt eozkt

ohor) | mh@e) | phlow) | ph(an)

eakt ( eakt ) R agt
= + =2 C———.
polar) — \pplax) po(ax)
Q(t) ist also immer reell.

Beziehung zur iblichen Lisungsmethode: Das Auffinden der Nullstellen von po(s) ist vollig iden-
tisch mit der Nullstellenbestimmung fiir die sogenannte charakteristische Gleichung po(A) = 0 der
homogenen Differentialgleichung. Der Arbeitsaufwand ist also derselbe. Bei der iiblichen Meth-
ode kommt aber noch das Auffinden einer speziellen Lésung der inhomogenen Differentialgleichung
und die Bestimmung der n Konstanten in der Losung der homogenen Differentialgleichung aus
den verschwindenden Anfangswerte hinzu.

Es interessiert noch, unter welcher Voraussetzung iiber F(t) die Anfangswerte der Losung

Y(t)= /0 F(r)Q(t — 7)dr

tatsdchlich verschwinden. Man kann zeigen, dass

*) Sk+1
Q +0) = lim k=0,1,...,.n—1
und damit

ist. Benutzt man dies beim Differenzieren von Y (¢), so erkennt man, dass
Y(+0)=Y'(+0) = ... =YD (40) =0

und unter der Voraussetzung
t

lim F(r)dr =0 (A.16)
t—0 Jo
t>0

auch Y (=1 (40) ist. Das heifit: Da physikalisch realisierbare Funktionen (A.16) i.a. erfiillen
(sofern sie einen definierten Beginn haben), ist die Annahme iiber das Verschwinden der An-
fangswerte zumeist berechtigt. (A.14) mit (A.15) ist dann die Losung des Problems. Eine Aus-
nahme findet sich in der Ubung A.2.1.
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Anwendungsbeispiel:

Differentialgleichung des mechanischen Schwingers:

.. . 1
Y 4 2awoY + wiY = — K (t)
m

Y(t) = Verschicbung aus der Ruhelage
K(t) = wirkende Kraft
m = Masse
a = Dampfungsmass (« = 1: aperiodischer Grenzfall)

wo = Eigenfrequenz des ungedmpften Schwingers

wo(l — 042)% Eigenfrequenz des gedmpften Schwingers

€
\

Es sei a < 1 (Schwingfall):
L-Transformation der Differentialgleichung fithrt auf:

k(s)

mpo(s)
po(s) = 52+2awos+w§:(sfa1)(sfa2)
a1 = —wp (a—i—i(l—aQ)%) = —awp — iw
s = —owg +iw
po(s) = 25+ 2awp
pola1) = —2iw = —py(az)
Damit wird die Greensche Funktion:
1 —awot—iwt —awottiwt
Q(t) — % [76 awq W + e awot+iw ]
e—ozwot ot ot
— w —w
= g e e
1
Q) = —e “lsinwt
w

QEH0) = 0,Q(+0)=1

Die Losung der Differentialgleichung lautet also:

1 t
Y(t) — / K(t —7)e” 7 sinwrdr
wm Jo

1 t
— | K(r)e " ginw(t —7)d Al
wm/o (T)e sinw(t — 7)dr (A.17)

Hat Polynom pg(s) mehrfache Nullstellen, so gibt es ebenfalls eine Partialbruchzerlegung von
1/po(s), die aber etwas anders aussieht, als wenn nur einfache Nullstellen vorliegen. Dementsprechen
sieht auch die zugehorige Greensche Funktion Q(¢) anders aus (vgl. auch die iibliche Lésungsmethode).
(A.14) gilt auch in diesem Fall.

Ubung A.1
Man gebe die Losung der inhomogenen Gleichung

L(Y) = w3YoH (1)

an, wo H(t) die Heavisidesche Sprungfunktion ist.
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Ubung A.2
Man I6se die Differentialgleichung des mechanischen Seismographen

L(Y)=-X (X(t) = Bodenbewegung)

mit Hilfe der Methode der Variation der Konstanten und mit der L-Transformation. Es sei:

Xt)=0firt<0, X(+0)=0, X(+0)=VW
Man leite die Anfangsbedingungen fiir Y'(¢) aus physikalischen Prinzipien ab und zeige: Y (+0) =
0, Y(+0) = —Vp.
Im beiden Ubungen ist L(Y) =Y + 2awoY + w3y, o < 1.

A.2.1.2 Homogene Differentialgleichungen mit beliebigen Anfangswerten
Auch dieser Fall hat eine eigenstindige praktische Bedeutung, da er Ausschwingungvorginge
physikalischer Systeme beschreibt. Das wesentliche kann man lernen an der

Ubung A.3
Man l6se die Differentialgleichung der Eigenschwingungen eines mechanischen Schwingers

LY)=0

mit den Anfangsbedingungen Y (+0) = Yy, Y (+0) = 0 mit Hilfe der L-Transformation und ver-
gleiche die Losung mit der Losung von Ubung A.2.1. L(Y) wie oben.

A.2.1.3 Inhomogene Differentialgleichungen mit beliebigen Anfangswerten

Superposition von A.2.1 und A.2.1 (vgl.S.130). Das heifit, Y (¢) besteht aus zwei Anteilen:
Y(t) = Y1(t) + Ya(t)

Yi1(t) ist die Losung der homogenen Differentialgleichung, die die gegebenen Anfangsbedingung
erfiillt:
Yi(+0) = Yo, ¥{(+0) = ¥g,.... "7V (+0) = vy" 7V

Y5(t) ist die Losung der inhomogenen Differentialgleichung mit verschwindenden Anfangswerten:
Ya(40) = YJ(+0) = ... = "V (+0) = 0

Y (¢) erfiillt die Differentialgleichung und die gegebenen Anfangsbedingungen, ist also die Losung

des Problems.

Bei physikalischen Problemen miissen die Anfangsbedingungen grundsdtzlich aus physikalischen
Prinzipien abgeleitet werden.
Beispiele:

a) Mechanischer Schwinger: Y + 2awgY + w2Y = LK(t)
Fir t < 0 sei Y = Yy(t) vorgegeben. Zur Zeit ¢ = 0 beginnt die Kraft K(¢) zu wirken. Aus
Stetigkeitsgriinden muss dann sein:

Y (+0) = Yo(=0), Y (+0) = Yo(-0) (A.18)

Der Schwinger verlésst den Zeitpunkt ¢ = 0 mit den Anfangswerten, die stetig an die entsprechen-
den Werte der Vergangenheit anschlieBen. Der Anteil Y;(¢) an der Verschiebung Y'(t) hat die
Anfangswerte (A.18) und ist damit eine Eigenschwingung, die die Schwingung Yy(¢) fortsetzt.
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Thr iiberlagert sich die erzwungene Schwingung Y5(t), die in (A.17) angegeben ist und deren An-
fangswerte verschwinden.

b) Mechanischer Seismograph: Y + 2awoY + w2 = —X
Der Boden sei bis zur Zeit ¢t = 0 in Ruhe. Aus Stetigkeitsgriinden muss dann sein:

Y (+0) =0, Y(+0) = —X(+0)
Homogene Gleichung:
Vi + 20woY1 4+ wiYi = 0, Yi(+0) = 0, Y1(+0) = —X(+0)

L-Transformation: .
(5% + 2awps + wg) Yi(s) = =X (+0)

Analog zu S.132 erhilt man die Eigenschwingung:

X
Yi(t) = fﬂef’wot sin wt
w

Inhomogene Gleichung:
Vs + 20w Y + wlYs = — X, Ya(+0) = Ya(+0) = 0
L-Transformation:
(52 + 20005 + w?) Ya(s) = — (52;0(5) - X(+0))
Die erzwungene Schwingung lautet also:

1 [t
Ya(t) = o) X(r)em o= ginw(t — 7)dr

Die gesamte Losung Y (t) = Yi(t) + Ya(t) ist dieselbe wie in Ubung A.2.1.

A.2.2 Partielle Differentialgleichungen

Wir behandeln nur ein Beispiel, an dem man alles wesentliche erkennen kann. Wir wollen die
Ausbreitung von Kompressionswellen von einer Explosions-Punktquelle auf eine andere Weise als
in Abschnitt 3.4 im Hauptteil untersuchen. Der Ausgangspunkt ist die Bewegungsgleichung des
elastischen Kontinuums ohne Volumenkriéfte:

0*w
p 2 = ()\ +2u)grad divw — protrot W (A-19)

(p=Dichte, A\ und p=Lamésche Parameter)

In unserem Problem, fiir das wir Kugelkoordinaten benutzen, hat die Verschiebung @ nur eine
Radikalkomponente U, und die einzige Raumkoordinate ist der Abstand r von der Explosion-
spunktquelle. In diesem Fall verschwindet rot@’, und es ist:

divw = 8_U + 2U
or r
, 0’U 20U 2
graddive = (87"2 + - T_QU’O’O)

Mit o = (A + 2u)/p (=Geschwindigkeit von Kompressionswellen) erhélt man aus (A.19):

0%U 20U 2 1 0%U
— - - U - —=—= A2
or2  r or 12 o? Ot? 0 (A-20)
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Als Randbedingung nehmen wir an, dass fiir » = r1 die Verschiebung vorgeschrieben ist:

U(Tl, t) = U1 (t) (A.Ql)
Die Anfangsbedingungen seien:
ou

Ui (t), das fiir t < 0 verschwinden soll, muss so sanft starten, dass die Anfangsbedingungen auch
fir r = 1 erfiillt sind.

L-Transformation:

u(r, s) / e SU(r,t)d
0
ul(s) / _StUl
o [T _yo0U _ 0 st 0
L{ar}/o e 6rdt = 07‘/ Udt = o u(r, s)
2

0*U 0
L{a—} = geulnd)

Hiermit und mit (A.20) erhélt man aus (A.20) eine gewdhnliche Differentialgleichung fiir u(r, s):

d? 2d 2 2
_u+ u_(_+s_)u:0 (A.23)

dr?  rdr rZ a2

Bei gewohnlichen Differentialgleichungen fiithrt die L-Transformation auf algebraische Gleichungen.
Bei partiellen Differentialgleichungen, in denen neben ¢ nur eine andere Koordinate auftritt (wie
im vorliegenden Fall), fiihrt die L-Transformation auf gewohnliche Differentialgleichungen. Bei
partiellen Differentialgleichungen, in denen neben ¢ mehr als eine weitere Koordinate auftritt,
erhiilt man ebenfalls partielle Differentialgleichungen. In jedem Fall ist jedoch die ¢-Abhéngigkeit
eliminiert.

Variablenwechsel in (A.23): z = =

du B du s d*u B Pu s?
dr  dr o’ dr? dz? a2
Damit wird (A.23):
x2@+2xd—u—(z2+2)u: (A.24)
dx2 dz '

(vgl. z.B. das auf S.226 zitierte Buch von Abramowitz und Stegun).

In unserem Fall ist n = 1, und die Losung von (A.24), die die Eigenschaft (A.8) von L-Transformierten
hat, ist

u(w) = = (1 + 1) e F(s), a=-— (A.25)

X €T «

Der Einschluss der Integrationskonstanten F'(s) ist wichtig, wie das Folgende zeigen wird. Nun
spezifizieren wir (A.25) fir r = 1, d.h., x = r;1s/a, wodurch u(z) in die bekannte L-Transformierte
u1(s) der am Rand r = r; gegebenen Verschiebung Uj (t) iibergehen muss (s. (A.21)):

ui(s) = & (1 + i) e F(s)
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Hieraus folgt F'(s). Damit wird (A.25):

71 1 + % r—ri

u(r,s) = 71+% = Pua(s)
S+£+g*£ r—ry
= % —T;Jr% ”ul(s)]f‘TS (A.26)
ra(t-2) 2 o i ra(t- L)@
ui(s) +a| ——— — al——— e
! roor) s+ ! roor !

Beim letzten Schritt wurde der Faltungssatz (A.7) angewandt. Benutzt man noch den Ver-
schiebungssatz (A.2), so erhélt man als inverse Transformierte von (A.26):
T1

- 1 1\ [= e
“<tT ﬁ)*“&‘)/ Uy (@)e (0
« T 71 0

Die Retardierung (r —ry)/a bezieht sich im vorliegenden Fall nicht auf die Explosion-Punktquelle,
sondern auf r = 71, von der die Welle zum Zeitpunkt ¢ = 0 startet. Die retardierte Zeit ist also
T =1t—(r—r1)/a, und die Ankunft der Welle an jedem Aufpunkt mit » > r; folgt aus 7 = 0.

Dann ist . . .
Ur,7) = :—1 |:U1(T) + (— — —) / Ul(ﬁ)e_%(T_ﬁ)dﬂ] )
0

T T1

T1

U(r,t) = -

T—aTl _19) d,l9‘|

A.3 Die Deltafunktion §(t)
A.3.1 Einfithrung von 4(¢)
Wir untersuchen das Resultat (A.17) fiir den mechanischen Schwinger,
L[ (t=7)
Y - K —awo(t—T) 42 _
(t) wm/o (T)e sinw(t — 7)dr,

fiir das spezielle Kraftgesetz K (t) = I0.(t), wo I eine Konstante mit der Dimension Kraft mal
Zeit (=Dimension des Impulses) ist und

0 firt<0
S(t)y=3 I firo<t<e
0 furt>e
eine Rechteckfunktion:
42
l/g
/g,
1/g,
€ & & Vt
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Die Fliiche unter der Kurve 6, (¢) ist immer gleich 1. Folglich wird unabhiingig von e immer derselbe
Impuls, nédmlich I, tibertragen.

Dann ist fiir t > € die Verschiebung:

I €
Y.(t) = / e~ ginw(t — 7)dr
wme J
I t
= / e “Usinwudu
wme J,_.

sinwu

tet v \

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung ergibt (0 < A < 1):

I
Yo(t) = —e @02 gin (¢ — A A27
(t) o sin w( €) ( )
Nun machen wir den Grenziibergang ¢ — 0. Bei der Antwortfunktion (A.27) ergibt sich ein
wohldefiniertes Resultat:

1 1
lim Ye(t) = —e™ “*'sinwt = —Q(t),
) ®) wme i mQ( )
wo Q(t) die Greensche Funktion der Differentialgleichung des mechanischen Schwingers ist (vgl.
Abschnitt A.2.1). Beim Kraftgesetz bedeutet der Grenziibergang ¢ — 0, dass der Gesamtimpuls in
immer kiirzerer Zeit auf den Schwinger iibertragen wird. Es ist physikalisch plausibel, dass es auf
diese Zeit dann nicht mehr ankommt, wenn sie hinreichend klein gegen die Abklingzeit (awg)™*
und die Eigenperiode 27/w der Eigenschwingung des Schwingers ist. Daher ist es sinnvoll, auch

beim Kraftgesetz zum Grenzfall € = 0 iiberzugehen:
lin% K(t)=1 hné 0c(t) = I(t),
wo 6(t) die Deltafunktion ist:
o(t) = lin% 0e(t) (A.28)

Andere Bezeichnungen sind Impulsfunktion oder Finheitsimpuls. Es ist klar, dass man J(t) nicht
dem iiblichen Funktionsbegriff unterordnen kann. Anderseits wire es falsch, die Funktion 6(¢)
losgelost von den gewshnlichen Funktionen d.(t) zu betrachten, ja, man muss 0(¢) geradezu durch
eine Folge {d.(t)} mit ¢ — 0 definiert denken. Mathematisch gesehen, gehort (t) zu den verall-
gemeinerte Funktionen oder Distributionen, iiber die es ausfithrliche Theorien gibt. Fiir unsere
Zwecke diirften jedoch die anschaulichen Uberlegungen ausreichen, mit denen die Deltafunktion
oben eingefiihrt wurde. Die erwéhnte Definition von 6(¢) durch eine Folge gewohnlicher Funktio-
nen ist in dem Buch von M.J. Lighthill Einfithrung in die Theorie der Fourier-Analysis und der
verallgemeinerten Funktionen, Bibliogr. Institut, Mannheim, 1966, zur Grundlage einer exakten
Theorie gemacht, die man auch als Nichtmathematiker verstehen kann.
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A.3.2 Eigenschaften von §(t)

Auf Grund der Definition (A.28) ist
o(t) =0 fur t # 0.
Weiterhin folgt aus den Eigenschaften von d.(t)
+o00
/ S (#)dt = F(0).
Die Deltafunktion greift also bei dieser Integration gerade den Wert von F(t) bei ¢ = 0 heraus.

Speziell ist
+oo
/ o(t)dt = 1.

Weiterhin gilt G(¢)d(t) = G(0)d(t). Wenn G(0) = 0, so ist G(t)d(t) = 0.
Fiir die um 7 verschobene Deltafunktion 6(t — 7) gilt

o(t—71)=0firt#7

und o

/ 5t — 1) F(t)dt = F(r).
Die Definition von ¢(¢) ist nicht nur mit der Folge {d.(¢)} moglich, deren Funktionen unstetig sind.
Eine andere Moglichkeit ist der Folge {4, (t)} mit

Sa(t) = (ﬁ)% et

™

g,(t)
t
In diesem Fall ist:
o0(t) = lim d0,(¢t)
+oo
/ Bt = 1

Mit den Funktionen d,,(t) kann man auch Ableitungen der Deltafunktion definieren:
sF () = lim 60 (1)

n—oo
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g,t)

t
Es gilt 6% (t) = 0 fiir ¢t # 0.
Weiterhin ist
+o0 +oo
/ SF(t—r)F(t)dt = lim oW (t — TYF(t)dt

+oo
= lim (—1)’€/ On(t —7)F ) (t)dt,

nach k-facher partieller Integration. Das ergibt:

/ 50 (4~ )Pty = (—1)FF®) (1) (A.20)

— 00

Zusammenhang zwischen der Deltafunktion und der Sprungfunktion (siehe Abschnitt A.1.4):

H, (1)
1r=——7

€ t

Wir betrachten die Funktion

t 0 firt<o0
H.(t) = / Se(r)dr =4 L fir0<t<e
—00 1 flirt>e

Das bedeutet:

Oc(t) = H((t)
Grenziibergang € — 0:

5(t) = H'(t)

Die Deltafunktion ist die Ableitung der Sprungfunktion. Zum selben Ergebnis wéire man bei der
Definition von 40(t) mit Hilfe der Funktionen §,,(¢) gekommen. Es sei noch darauf hingewiesen,
dass H(t) dimensionslos ist, §(t) dagegen die reziproke Dimension von t hat.
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A.3.3 Anwendungen von 0(?)

a) Die Moglichkeit, mit der Deltafunktion Kraftstifie (und ebenso Spannungs- und Stromstofe)
zu beschreiben, braucht nicht n#her erldutert zu werden, da dies der Ausgangspunkt unserer
Einfiihrung dieser Funktion war.

b) Eine Punktmasse der Masse m (oder analog eine Punktladung) ldsst sich durch folgende Dichte
darstellen:

p=md(x)i(y)d(z)

Denn es ist p = 0 fiir (z,y, 2) # (0,0,0), und fiir die Gesamtmasse erhélt man

///J:Opdzdydzm./:)oé(x)dx~/;m5(y)dy./:)o5(z)dzm

¢) Die Ladungsverteilung eines punktformigen Dipols 1dsst sich durch folgende Liniendichte o(x)
(z.B. Coulomb pro Meter) auf der z-Achse beschreiben:

o(x) =M (z), M >0 (Dimension : Ladung mal Léange)
Denn wir definieren o(x) durch die Folge {M0, (z)}:

M 8, (x)

Der Grenziibergang n — oo ergibt dann zwei unendlich grofle entgegengesetzte Punktladung, die
unendlich dicht beieinander liegen:

¢+

x
1}
o

Das Moment der Anordnung beziiglich z = 0 ist

+oo +oo
/ zo(z)dr = M/ xd'(x)dr = — M.
— 00 — 00

Das Vorzeichen ist richtig, da der Vektor des Moments von der negativen zur positiven Ladung
zeigt. Auch die Dimension stimmt.

Die rdumliche Ladungsdichte des Dipols wire o(z,y,z) = M -6'(z)-d(y) - 6(2). (z.B. Coulomb pro
Kubikmeter).

d) Die Bedeutung der Deltafunktion fiir die Losung inhomogener linearer gewohnlicher Differen-
tialgleichungen:
Es sei zunéchst

LY)=Y"™ 4a, ;YO 4 a1 Y +agY = 6.(0). (A.30)
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Die Losung ist nach Abschnitt A.2.1

t
Y(t) =Y(t) = / 0e(T)Q(t — T)dT (A.31)
0
(Q(t)=Greensche Funktion) und erfiillt die Anfangsbedingungen
Y.(+0) = Y/(40) = ... = Y.""D(40) = 0.
Der Grenziibergang € — 0 in (A.30) und (A.31) ergibt
L(Y)=4(t) (A.32)

mit der Losung

Y(t) =Q(t).
Die Greensche Funktion eines Systems, das durch eine lineare gewohnliche Differentialgleichung
beschrieben wird, ist also die Losung der inhomogenen Gleichung, deren Storfunktion die Delta-
funktion ist. Oder: die Greensche Funktion ist die Antwortfunktion auf eine Storung des Systems
durch die Deltafunktion (Impulsantwort).
Die Anfangswerte von @Q(t) sind

Q(+0) = Q'(+0) = ... = Q"2 (+0) = 0, Q" Y (40) = 1

und sind damit andere als die der Funktionen Y¢(¢). Das ist eine Folge des Grenziibergangs e — 0.
Will man also (A.32) direkt 16sen, so hat man durchweg verschwindende Anfangswerte zu nehmen
und nicht die, denen Q(t) tatséichlich gehorcht. Hierbei ist es niitzlich, die L-Transformierte von
d(t) zu kennen:

L{5()} = f(s) = /O T ests(tydt = 1

dass hier nicht gilt: lim f(s) = 0 fiir Res — oo (vgl. (A.8)), liegt daran, dass 6(¢) eine verallge-
meinerte Funktion ist.

Nun kann man der allgemeinen Losung des Anfangswertproblems fiir ein System, das bis zur Zeit
t = 0 in Ruhe ist und dann in irgendeiner Weise angeregt wird, eine neue Deutung geben. Die
Losung (A.14),

Y(t) = /0 F(t—1)Q(r)dr = /o F(1)Q(t — 7)dr, (A.33)

entsteht durch die Faltung der Losung Q(t) fiir die spezielle Anregung des Systems durch F'(t) =
d(t) mit der beliebigen Storfunktion F'(t).

A.3.4 Duhamelscher Satz und lineare Systeme

In (A.33) sei F(t) = H(t) (Sprungfunktion). In diesem Fall ist:

Y(t)=Yu(t) = /OQ(T)dT (Sprungantwort)
Yp(t) = Q)

Weiter folgt aus (A.33) durch partielle Integration:

Y(t) = F(t—7) Yu(r)] +/O F'(t — 7)Yy (7)dr
Wegen Yy (40) = 0 wird

F(+0)Yg(t) + fot F'(t — 7)Yy (r)dr

Y(t) =
= F(+0)Yg(t)  + [y F'(1)Yg(t —7)dr

(A.34)
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Das ist der Duhamelsche Satz, der angibt, wie die Losung fiir beliebiges F'(t) aus derjenigen fiir
F(t) = H(t) folgt.

Verallgemeinerung:

Schreit man in (A.33) Q(t) = Y5(t), so ist

Y(t)= /0 F(t—7)Ys(r)dr = /0 F(r)Ys(t — 7)dr. (A.35)

Der Zusammenhang zwischen Yj(¢) und Yy () ist

Die in (A.34) und (A.35) enthaltene Aussage, dass man die Antwort eines Systems nur fiir ganz
spezielle Anregungen wie durch die Delta- bzw. die Sprungfunktion zu kennen braucht, um die
Losung fiir beliebige Anregung angegeben zu konnen, gilt nicht nur fiir Systeme, die linearen
gewdhnlichen Differentialgleichungen gehorchen, sondern auch fiir solche deren Eigenschaften aus
partiellen Differentialgleichungen oder aus Systemen von simultanen Differentialgleichungen fol-
gen, sofern diese linear sind und zeitunabhdingige Koeffizienten haben. Voraussetzung ist dabei,
dass das System zu Anfang in Ruhe ist. Die Storfunktion kann je nach Problem die verschiedensten
Bedeutungen haben (Kraft, Temperatur, Druck, Verschiebung etc.). Veranschaulichung durch ein
Blockdiagramm:

lineares Systeﬂn
—— Eingagng————————— (oser auch ——»——Ausgang——
lineares Filter)

Eingangsfunktion oder Erregung Ausgangsfunktion oder Antwort:
oder Storfunktion:
o(t) Y ()=Q(t) (Impulsantwort)
t
H(t) Y (b) :§ Qf )d (Sprungantwort)
0
F(t) Y(®) nach (A-34) oder (A-35)

Ubegang in der Frequenzbereich mit Hilfe der Fourier-Transformation:

Die Fourier-Transformierten von F(t), Q(t) und Y (¢) seien F(w),Q(w) und Y (w):

F(w) b [ F() )
Q) = / Q) e ™“'dt
Y (w) —oo | v(t)

Der (enge) Zusamenhang mit den L-Transformierten war in Abschnitt A.1.7 angegeben worden.
Dann gilt wie bei den L-Transformierten

Y(w) =F(w) Qw),

d.h. die Fourier-Transformierte Y (w) der Ausgangsfunktion Y'(¢) ist das Produkt der Fourier-
Transformierten F'(w) der Eingangsfunktion F'(¢) und Q(w) der Greenschen Funktion Q(t). Q(w)
heifit Ubertragungsfunktion des linearen Systems oder Filters. Aufspaltung in Betrag und Phase:

Qw) = Aw)e'p(w)
Alw) = Amplitudencharakteristik des Systems
p(w) = Phasencharakteristik des Systems
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A(w) beschreibt die Verstdrkung bzw. Abschwiichung, die die Kreisfrequenz w erféhrt, und o(w)
die Phasenverschiebung. Eine monochromatische Schwingung am Eingang,

F(t) = asinwt,
hat den Ausgang
Y(t) = A(w)asin (wt + ¢p(w)) .

Die Ubertragungsfunktion eines Systems hat also eine ganz anschauliche Bedeutung; mit ihr wird
viel gearbeitet.

Ubung A.4:

Eine Kugel der Masse m fillt aus der Hohe hy auf die Masse M eines mechanischen (Vertikal-
)-Schwingers, wird dort reflektiert und erreicht danach die Hohe hy. Weitere Stofe sollen nicht
stattfinden. Man berechne die Verschiebung der Masse M

a) mit Hilfe der homogenen Differentialgleichung L(Y) = 0 und der zugehérigen Anfangsbedin-
gungen,

b) mit Hilfe der inhomogenen Differentialgleichungen L(Y') =7 und verschwindenden Anfangswerten.
L(Y) =Y +2awpY +wdY, a<l1
Ubung A.5:

Beim mechanischen Seismographen (Differentialgleichung L(Y') = -X ) sei die Bodenbewegung
gegeben durch

Man berechne in jedem Fall die Verschiebung Y (¢) und diskutiere den Zusammenhang zwischen
den drei Féllen.

A.3.5 Praktisches Verfahren zur Beriicksichtigung nicht verschwinden-
der Anfangswerte der Storfunktion F(t) eines linearen Problems

Beim mechanischen Seismographen ist die Storfunktion der Differentialgleichung die zweite Ableitung
der Bodenverschiebung X (), und wir stellen fest, dass die Anfangswerte der Bewegung Y (¢) der
Seismographenmasse von den Anfangswerten X (+0) und X (40) abhéingen (vgl. UbungA.2.1 und
Abschnitt A.2.1). Der Zusammenhang musste aus physikalischen Prinzipien abgeleitet werden.
Es gibt Fille, in denen das recht schwierig ist. Man hat daher den Wunsch nach einem einfachen
Verfahren, das die Anfangswerte der Storfunktion beriicksichtigt. Im folgenden verstehen wir
unter der Storfunktion in Abweichung vom Bisherigen die Funktion, deren einfache (oder hohere)
Ableitung als Inhomogenitéit in den Differentialgleichungen des Problems auftaucht (wir betracht-
en ein beliebiges lineares System). Beim mechanischen Seismographen ist also nun F(t) = X (t)
und nicht mehr F(t) = —X(t). Wir losen dann die Aufgabe zuniichst fiir solche F(t) = F,(t),
deren Anfangswerte bis zu einer hinreichend hohen Ordnung verschwinden. Dann kann man an-
nehmen, dass die Anfangswerte der zugehorigen Losung Y, (¢) auch verschwinden. Unter dieser
Voraussetzung sei Y, (t) wie folgt darstellbar:

Y, (t) = /0 t EW(t — 7)G(7)dr (A.36)

Bekannt sind also die Ordnung 4 der Ableitung von F,(t) (i > 1) und die Funktion G(¢).
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Nun sei eine Folge von Funktionen F,, (t) gegeben, die gegen die eigentlich interessierende Stérfunktion
F(t) (mit nicht verschwindenden Anfangswerten) konvergiert:
lim F,(t) = F(t)

Vergleiche hierzu die Bemerkungen zur Definition der Deltafunktion in den Abschnitten A.3.1 und
A.3.2. Dann ist:

L (3 —
|
L0
t
A
t
Jim. Fl(t) = F'(t)+ F(+0)d(t)
nan;oFé’(t) = F"(t) + F(+0)d'(t) + F'(+0)d(t)
lim_ EO@) = F(i)(t)+§:F(j)(+0)5(i’j’1)(t) (A.37)
j=0

§(O)(t) ist hierbei gleich §(t).
Die allgemeine Losung Y (¢) bei beliebigen Anfangswerten von F'(t) ist

Y(t) = lim Y(t)

n—oo

= / PO (t = 7)G(r)dr + i FU)(+0) / t §OITI (¢ — 7)G(r)dr,
0

7=0 0

wenn man (A.37) in (A.36) einsetzt. Nun ist:

/Ot 0=V (t — N\G(7)dr ) :7_ i /Ot 5(ij1)(u)-G-(t — w)du
it (A20) D7 [ ;Z::l Gt - u)} -~
- (—1)i=9-1 [5;:]__11 Gt — u)} . (—1)—3-1
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Die allgemeine Lésung des Problems bei beliebigen Anfangswerten der Stérungsfunktion F(t)
lautet also:

Y(t) = i FO(+0)GU 77D (1) + / t FO@t —1)G(r)dr (A.38)
=0 0

Anwendung: ) ' .
Mechanischer Seismograph: Y + 2awgY +wiY = —X

Die Annahme, dass die Bodenbewegung X, (t) hinreichend sanft einsetzt, erlaubt es, die An-
fangswerte von Y,,(t) gleich Null zu setzen:

Yo (+0) = Y, (+0) = 0

Dann 16st man die Differentialgleichung unter diesen Annahmen, am besten natiirlich mit Hilfe
der L-Transformation (vgl. Ubung A.2.1):

1 rt ..
Yot)=—— | Xn(t—7)e” "7 sinwrdr
wJo

Vergleich mit (A.36):

E.(t) = Xupt), i=2,
1

Gt) = ——e *'sinwt
w

Die allgemeine Losung lautet dann nach (A.38):
Y(t) = X(+0)G'(t) + X(+0)G(t) + /t X(t—7)G(r)dr
0
= X(+0)G'(t) + X (+0)G(t) + /tX(T)G(t —7)dr
0

Dieses Resultat (mit X (+0) = 0) war in der erwihnten Ubung direkt abgeleitet worden.
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Anhang B

Hilbert-Transformation

B.1 Das Hilbert-Transformations-Paar

Die Hilbert-Transformierte H(x) der reellen Funktion h(z) ist durch folgenden Integralausdruck
definiert (x und ¢ sind reell):

+oo
H(z) = lP/ MO e (B.1)

T ) E—w

P bedeutet den Hauptwert des Integrals. Zu seiner Bildung wird die Singularitit & = x des
Integranden ausgespart:

P/:o..dgzyg% (/Ime..dgju/;j.dg)

Die inverse Hilbert- Transformation lautet (Beweis weiter unten):

+oo
h(z) = Jp/ A(E) 4 (B.2)

T Joo E—1

Anders als bei der Laplace- und der Fourier-Transformation haben die beiden einader zugeordneten
Funktionen h(x) und H(x) dasselbe Argument.

Einige analytische Hilbert-Transformations-Paare:

147
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h(x) H(X)
3 () 1
TiX

a? ax
Q =

-2a% a(-a)
(e X7 (@ XY
I /—\

B.2 Die Hilbert-Transformation als Filterung

Gleichung (B.1) ist ein Faltungsintegral:

/ Ps (X)
+£ X
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Daher gilt fiir die Fourier-Transformierten

_F(W) +oo [ H(2) .
W) b= / h(z) ey (B.3)
P(w) =\ P{-
nach Anhang A, Abschnitt A.3.4, o B .
H(w) = h(w) - P(w). (B.4)

Die Hilbert-Transformation ist demzufolge ein linearer Filtervorgang. Die Fourier-Transformation
und ihre Umkehrung kénnen mit der Methode der Schnellen Fourier-Transformation sehr effek-
tiv durchgefithrt werden. Es ist daher von Vorteil, auch die Hilbert-Transformation auf dem
Umweg iiber den Frequenzbereich mit Hilfe von (B.4) zu bewerkstelligen. Man braucht dazu die
Ubertragungsfunktion P(w) der Hilbert-Transformation. Aus (B.3) folgt:

— 1 too —
P(w)=—-=P —e "¥dx, P(0)=0 (B.5)
o T
Wir berechnen dieses Integral mit funktionentheoretischen Methoden, indem wir den Integra-
tionsweg zu einem Halbkreis mit unendlich grofiem Radius in der oberen (unteren) z-Halbebene
fir w < 0 (w > 0) Deformieren:

w<0
e R Rex
w>0
+oo  —iwzx —iwT —iwT
P/ ¢ dr = /e dmim’Rese
o T T T |u—p
e—iwz )
= / dx + i (B.6)
T

oberer (unterer) Integrationsweg und Vorzeichen + (-) fiir w <0 (w > 0)

Neue Variable ¢ auf den Halbkreisen:
z = Re'?, dx = Rie*dyp

Damit erhalten wir:

—iwx 0
/e de = z/ exp [—iwR (cos ¢ + i sin )] dp

€T +7

0

= z/ exp [wRsin g — iwR cos ¢| dp
+7

— 0 fiir R — o0, da wsing < 0 ist.
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(B.6) vereinfacht sich also zu

+oo e—iwm
P/ dxr = +mi,

o T

und die Ubertragungsfunktion P(w) in (B.5) wird ein ganz einfacher Ausdruck:

B -1 firw<0
P(w) =isignw mit signw =< 0  firw=20 (B.7)
+1 flrw>0

Fasst man die Hilbert-Transformation als eine Filterung der Originalfunktion auf, so folgt aus
(B.4) mit (B.7), dass dabei die Frequenz Null unterdriickt wird (P(0) = 0), dass aber alle anderen
Frequenzen in ihrer Amplitude unverdndert bleiben (‘F(w)’ = 1fir w # 0). Bei w # 0 werden
nur Phasenverschiebungen produziert, und zwar fiir w >< 0 eine Phasenverschiebung von 490°.
In der Sprache der Filtertheorie ist das Filter der Hilbert-Transformation ein AllpafSfilter mit
Mittelwertentfernung.

Die praktische Berechnung der Hilbert-Transformierten H (z) von h(z) erfordert also drei Schritte:

1. Berechnung der Fourier-Transformierten h(w) von h(z)
2. Multiplikation mit der Ubertragungsfunktion P(w)

3. Riicktransformation von H (w)

Wendet man die Hilbert-Transformation zweimal nacheinander an, so erhélt man im Frequenzbere-
ich

_ - 52 -

g(w) = h(w) - P (w) = —h(w)
und damit g(x) = —h(z). Die urspriingliche Funktion h(x) erhélt man also, wenn man bei der

zweiten Hilbert-Transformation das Vorzeichen umkehrt. Damit ist Formel (B.2) fiir die inverse
Hilbert-Transformation bewiesen.

De facto gilt dieser Beweis nur fiir Fille, in denen h(0) = 0 ist, also das Integral iiber h(z)
verschwindet. Das dritte Beispiel der Skizze auf S.148 ist ein solcher Fall. (B.2) gilt aber auch,
wenn h(0) # 0 ist. Dies ist so im zweiten Beispiel der Skizze, (B.2) kann in diesem Fall mit
funktionentheoretischen Methoden der Integralberechnung bestétigt werden.

Bei der numerischen Hilbert-Transformation mit (B.4) und (B.7) wird die Frequenz w = 0 gele-
gentlich nicht richtig behandelt. Numerisch nimmt man wegen P(0) = 0 mmer ein Verschwinden
des Integrals iiber die Hilbert-Transformierte an. Dies ist dann nicht richtig, wenn h(0) =
fj;: h(z)dz nicht endlich oder nicht prizise definiert ist. Der erste Fall tritt z.B. auf, wenn h(z)
eine Sprungfunktion ist. Der zweite Fall liegt z.B. vor bei der Riicktransformation der Hilbert-
Transformierten h(x) = —ax/(a?+2?), deren Abklingen mit wachsendem |z| proportional zu —1/z
ist und damit zu schwach. In der Praxis hilft in solchen Féllen oft eine konstante Verschiebung
des numerischen Resultats in Ordinatenrichtung. Die Frequenz w = 0 ist die einzige Frequenz, bei
der die numerisch berechnete Hilbert-Transformierte vom exakten Resultat abweichen kann.



Anhang C

Besselfunktionen

Im folgenden werden nur die allerwichtigsten Formeln und Eigenschaften von Besselfunktion mit
ganzzahliger Ordnung zusammengestellt. Weitere Resultate findet man z.B. bei M. Abramovitz
und I.A. Stegun: Handbook of Mathematical Funktions, H. Deutsch, Frankfurt, 1985, oder in I.N.
Sneddon: Spezielle Funktionen der mathematischen Physik, Bibliogr. Institut, Mannheim, 1963.

Die Differentialgleichung der Besselfunktionen der ganzzahligen Ordnung n = 0,1, 2,. .. lautet:
2y +ay + (2* —n®) =0 (C.1)
Die beiden linear unabhingigen Losungen dieser Gleichung sind:

y = Jn(z) = Besselfunktion 1. Art und n — ter Ordnung

Besselfunktion 2. Art und n — ter Ordnung

y = Yalo)= oder Neumannsche Funktionn — ter Ordnung

Reihendarstellungen:

S
&
I
Mg

n+2k
=0 n+k ( )H
Yo(z) = %(0 577216 + In = ) f%i nfl— <i) 2

7150: q;k+q>k+n) (g)n+2k
P El(n + k)! 2
1
s

P =

&M~

Graphische Darstellungen fiir > 0 (aus dem Buch von Sneddon):

not found!
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Die Neumannschen Funktionen haben bei x = 0 eine Singularitét.
Die Hankelfunktionen oder Besselfunktionen dritter Art sind folgendermafien definiert:

HV(z) = Ju(x)+iY,(z) Hankelfunktion 1. Art (C.2)
H(2)(x) = Jp(x) —iY,(2) Hankelfunktion 2. Art (C.3)

HY () und P (x) sind linear unabhéingig. Die allgemeine Losung von (C.1) lautet also entweder
(A,B,C,D=Konstanten)

y = AJy(x)+ BY,(x)
oder
y = CHY(x)+DHP(z).

Analogien zur Differentialgleichung der trigonometrischen Funktionen (Schwingungs-
gleichung)

y// + n2y =0
nx —inz:

bzw. ihren wohlbekannten Losungen cosnz und sinnz bzw. € und e

Besselfunktionen Trigonometrische Funktionen

I () cosnzx
Y, (x) sin nx
b2 5% (x) e = cosnw + i sinnx

2) i .
H( (x) e """ = cosnx — isinnx

Asymptotische Darstellungen fiir x > 1:

L@ = (2 os(-E-1)
Yalz) = (77) 7 sin (& = 25+ — %) (C.4)
H”(x) ~ (Z) expli(e -1 - 5)]
H(2) =~ (&) exp[~i(x— 2% —7)]
Rekursionsformeln (Z,, = J,,Y,, H,(ll) oder H,(LQ)):
27Z(x) = Zna(2)+ Zppa(z) (n=1,2,3,...)
Z;z(x) = % n(ZE - n—i—l( ) (n:071527) (05)
Zp(x) = —2Zu(2)+ Zna(z) (Rn=1,2,3,..)

Hiufig gebrauchte Sonderfélle der zweiten bzw. dritten Rekursionsformel in (C.5) sind:

Jolx) = —Li()
1
K@) = o)~ =)
Bis jetzt haben wir die Variable z als reell und nicht negativ angesehen. Alle angegebenen Formeln

gelten aber auch fiir kompleze z, (C.4) unter der Voraussetzung |z| > 1. Beim Arbeiten mit
komplexen z braucht man gelegentlich folgende Zusammenhénge:

HD(-z) = —e " H (@)
HP(-0) = e H @)
Sonderfall n = 0: W
HV(~a) = —H3(@)

AP0 = @ .



Anhang D

Das Sommerfeldintegral

Wir betrachten eine zeitlich harmonische Explosions-Punktquelle im Ursprung eines Zylinderko-
ordinatensystems. IThr Kompressionspotential

1, ,

Eew(tfg) (R2 =24 22) ,

16st die Wellengleichung und lésst sich daher aus elementaren Losungen der Wellengleichung in
Zylinderkoordinaten (mit Annahme von Zylindersymmetrie) aufbauen (vgl. die Argumentation in
Abschnitt 3.7, die zu Formel (3.83) fithrte):

1 . , . oo ,
}_zew(t_g) = e“*’t/ g(k)kJo(kr)e™ U= dk (D.1)
0
1
w? 2\ 2 (positiv reell oder
I = |-k o
@ negativ imaginéar)
Zur Bestimmung von g(k) spezialisieren wir (D.1) fiir z = 0,
| i
1 -iws _ / g(k)kJo(kr)dk, (D.2)
r 0

und benutzen dann die Fourier-Bessel-Transformation:

/000 G(r)rdo(kr)dr (D.3)

Q

~—
=

N
I

G(r) = /Ooog(k)kjo(kr)dk (D.4)

g(k) ist die Fourier-Bessel-Transformierte von G(r), und G(r) ist die inverse Fourier-Bessel-Transformierte

von g(k). (D.2) hat die Form von (??): G(r) = e~*"//r. Daher konnen wir (D.3) benutzen, um
g(k) auszurechnen:

glk) = / eﬂ'“’gl]o(kr)dr
0

= /000 cos (wi) Jo(kr)dr —i /000 sin (wi) Jo(kr)dr

Die hier auftretenden Integrale sind bekannt (vgl. z.B. W. Grobner und N. Hofreiter: Integraltafel,
2. Teil (Bestimmte Integrale), Springer,Wien, 1973, S. 200):

) . “
/0 cos (wg) Jo(kr)dr = (EW sy :nl: Z i l;< .

=
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/OO sin (wz) Jo(kr)dr = (:_z - k2)7% fir 0 <k <
0 @ 0 fir k> 2
Damit wird )
. ~i(%-#) 7 fiw0<k<
. (1#—;—2)7% fiir k> &

oder einfach g(k) = 4. Einsetzen in (D.1) ergibt das Sommerfeldintegral:

1 . & >k )
—e Wa = = Jo(krye~ M=l gk D.
Re /0 ilJO( r)e (D.5)



Anhang E

Die Berechnung modaler
Seismogramme

E.1 Numerische Berechnung

Die Behandlung von Punktquellen in Wellenleitern mit beliebiger (horizontaler) Schichtung fithrt
auf folgende allgemeine Fernfeldform fiir die Feldgrofen (Verschiebung, Druck, Potential etc.)
einer Normalmode:

N(t) =r ZRe /OOO M(w) exp [i (wt — kr)] dw (E.1)

M (w) besteht im wesentlichen aus Faktoren, die das Quellspektrum, die Anregungsfunktion der
Mode (abhiingig von Quelltiefe, Quellorientierung und i.a. auch von w) und ihre Eigenfunktion
(Amplituden-Tiefen-Verteilung) beschrieben. Die Wellenzahl k(w) = w/c(w) enthélt die Disper-
sionsinformation der Mode. Formel (4.53) des Hauptteils ist ein einfacher Sonderfall von (E.1)
mit M(w) ~ k™12 (w).

Integrale der Form (E.1) konnen mit Hilfe der Schnellen Fourier- Transformation effektiv berechnet
werden. Im Falle des idealen Wellenleiters, fiir den analytisch berechnete modale Seismogramme
auf S.118 wiedergegeben sind, erhélt man so folgenden numerischen Resultate fiir das Potential
(nach Filterung mit einem TiefpaB, der bei der Nyquistfrequenz auf Null abgeklungen ist):

not found!

Sie stimmen recht gut mit den analytischen Seismogrammen iiberein.

Interessiert man sich nur fiir Dispersionsuntersuchungen auf Horizontalprofilen, so geniigt es
zumeist, in H(w) nur das Quellenspektrum zu beriicksichtigen und hieriiber Annahmen zu machen.
Das vereinfacht die Untersuchungen, weil man dann nur die Theorie freier Oberflichenwellen
braucht (zur Bestimmung von k(w)).
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E.2 Methode der stationidren Phase

Die Anwendung der Methode der stationéiren Phase auf Integrale vom Typ (E.1) ist in Abschnitt
4.2.3 des Hauptteils ausfiithrlich dargestellt. Sie wird hier nochmals kurz skizziert, weil wir die
Ergebnisse als Grundlage fiir die Behandlung von Airyphasen in Abschnitt E.3 brauchen. Zu
beiden Abschnitten sei noch vorweg gesagt, dass ihre Resultate heute nicht mehr von Bedeu-
tung fir numerische Berechnungen modaler Seismogramme sind; dazu ist die in Abschnitt E.1
erwihnte Schnelle Fourier-Transformation viel besser geeignet. Es ergeben sich aber analytische
GesetzméafBigkeiten fiir die Amplitudenabnahme von Oberflichenwellen mit wachsender Entfer-
nung; solche Resultate sind eine wichtige Ergdnzung numerischer Methoden.

Die Phase p(w) = wt—k(w)r in (E.1) hat folgende Ableitungen nach w (U=Gruppengeschwindigkeit):

o = t—rkl=t— % (E.2)
¢ = —rk' =rU2U’ .
" = —rk" =r(UPU" -20°U) (E4)

Stationdre Phasenwerte folgen aus ¢’ (wp) = 0 und werden damit durch

r
U(wo) = ¥ (E.5)
festgelegt. Wenn dann
U’ (wo) # 0 (E.6)
ist, so kann p(w) bei wy durch
1
p(w) = o + 590 (w — wo)? (E.7)

2

angenidhert werden (oo = ¢(wo), vy = ¢j(wo)). Das modale Seismogramm lautet dann in der
Stationdre- Phase- Approximation:

N({t) = r ?Re /WOMW M(w) exp [z ((po + %(p/o’(w - wo)Qﬂ dw (E.8)

wo—Aw

— . 2\ [T L,
Re M(wo)eupo (| //|) / e'® S dy:
900 —00
ot 1/2
mit z = (%) (w—wp)

Mit (E.3) erhalten wir schlielich (Uy = U(wp), U} = U’ (wo), ko = k(wo) = wo/c(wo)):

r

=

12

N(t) = % (%) : Re {M(wo) exp [z (wot — kor + %sign Ué)} } (E.9)

(E.9) gilt unter der Voraussetzung (E.6). wo,t und r sind durch (E.5) miteinander verkniipft: dies
erzeugt die Frequenzmodulation der Normalmode. Thre Amplituden sind ebenfalls zeitabhéngig:
dies wird vor allem durch M (wo(t)) bewirkt, zu einem gewissen Teil aber auch durch Uy und U}
(Amplitudenmodulation).

Betrachten wir die Amplituden der Normalmode als Funktion der Entfernung r, so sehen wir,
dass sie mit r~! abnehmen, solange (E.9) gilt. Diese Aussage bezieht sich auf Amplituden im
Zeitbereich; spektrale Amplituden nehmen nach (E.1) mit 7—/2 ab.
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E.3 Airyphasen

Bei realistischen Wellenleitern gilt es eine oder mehrere Frequenzen, fiir die die Gruppengeschwindigkeit
stationér ist. Im Folgenden sei wy eine solche Frequenz. Es gilt also U'(wy) = 0, (E.6) ist damit
verletzt, und (E.9) gilt dann nicht mehr. Eine hinreichende Approximation der Phase ist in diesem
Fall

1
(@) = o + @p(w —wo) + £ (w — wo)? (E.10)
anstelle von (E.7). Aus (E.2) und (E.4) folgt:
Oh=t——, Gl = U (E.11)
0 ’ 0 '

Uo

Die Phase ist nicht mehr stationdr bei wy, sondern hat dort einen Wendepunkt. Der dritte Term in
(E.10) muss beriicksichtigt werden, weil ¢ von negativen Werten fiir ¢t < r/Up zu positiven Werten
fiir ¢ > /Uy wechselt und daher der zweite Term in (E.10) nicht notwendigerweise iiberwiegt. In
Analogie zu (E.8) erhiilt man dann folgende Approximation des modalen Seismogramms fiir Zeiten
in der Néhe von r/Uy (Airyphasen-Approximation):

u.)oJrAu.)_ 1
N(t) = r*%Re/ M(w) exp [z <g00 + ¢y (w — wo) + 690/0"( 0)3)] dw
ngw

. o ) 92 % +o0o 2 % 563
72 Re { M(wp)e'° <|<p’” ) / exp |7 | ¥ <—|<p’”|> T+ — 3 signey’ || dx
— o0 0

-1 5V ipo 2 5 e nooo 2 5 z®
= 2r 2R6{M(w0)e } |<p”’| ; cos | sign gy - o m er?

- (')

Das Integral ldsst sich durch die Airyfunktion

12

dx

ausdriicken, die wie folgt aussieht:

Ai(2)

8AAﬂx
ST

T-0.5
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Mit (E.11) erhiilt man dann folgendes Endresultat fiiv Airyphase:

1 1
2 [(2U0p\3 — . A signUY [2U2\ 3 r
N(t)=—= <—,?) Re {M(wo) exp [i(wot — kor]} Aj g T 0 < ,(,) > <t — —> (E.12)
re |Uo | s |Uo | Uo

Dies ist eine monochromatische Schwingung der Frequenz wg (die aus U'(wg) = 0 folgt, deren
Amplitude durch die Airyfunktion moduliert wird.

Ist sign U > 0, d.h., liegt ein Gruppengeschwindigkeitsminimum vor, so sieht das modale Seis-
mogramm qualitativ so aus (das Argument z der Airyfunktion wéchst mit ¢):

N(b)

Das Seismogramm endet mit starken Amplituden in der Nachbarschaft der theoretischen Airyphasen-
Einsatzzeit. Das Bild auf S.108 gibt quantitative Resultate fiir einen fliisssigen Wellenleiter wieder;
im Airyphasenbereich des Seismogramms ist mit der Theorie dieses Abschnitts gerechnet worden.

Ist sign U} < 0 (bei einem Gruppengeschwindigkeitsmazimum), so nimmt z mit wachsendem ¢
ab, und die Airyfunktion wird von rechts nach links durchlaufen. Das Seismogramm beginnt mit
starken Amplituden.

Die Amplituden der Airyphasen als Funktion der Entfernung nehmen mit r—5/¢ ab und damit
schwiicher als geméf} (E.9). Mit wachsender Entfernung tritt die Airyphase also deutlicher hervor.
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